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Рассмотрена задача определения точности стабилизации геометрической высоты 
полета летательного аппарата при облете рельефа местности, модель которого пред-
ставляет собой композицию  случайных разночастотных процессов изменения высот 
рельефа. Решение найдено аналитически с применением метода интегральной квадра-
тичной оценки как сумма дисперсий ошибок управления по высоте от каждой незави-
симой составляющей рельефа. Показано преимущество по точности  применения маловы-
сотного контура управления с упреждением в виде оценки темпа  изменения углов склона 
по сравнению с известным законом управления с использованием  радиовысотомера.
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The article considers the problem of determining the geometric flight altitude stabilization 
accuracy during flight over terrain. The model of that terrain is a composition of terrain heights 
changing random processes of different frequencies. The solution was found analytically with the 
use of integral quadratic estimation method. It consists in determining the dispersions of altitude 
control errors from each independent terrain part. The advantage of using low-level control loop 
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При решении задачи управления летательным аппаратом (ЛА) на 
малых высотах при следовании рельефу местности по сигналу геоме-
трической высоты от радиовысотомера главным вопросом является 
обеспечение точности стабилизации высоты, гарантирующей облет ЛА  
наземных естественных препятствий. Точность стабилизации высоты 
при маловысотном полете (МВП) зависит от динамических характери-
стик ЛА и динамических характеристик подстилающего рельефа мест-
ности. Динамика движения собственно ЛА определяется характеристи-
ками маневренности и устойчивости маловысотного контура управления 
совместно с летательным аппаратом. Переменный профиль изменения 
высоты рельефа при движении ЛА вдоль маловысотной трассы пред-
ставляет собой постоянно действующие возмущения [1, стр. 20] на входе 
контура МВП. Тогда рельеф есть динамическая функция географиче-
ской высоты от пройденного пути или от времени при маловысотном 
полете. В работе [2] показан случайный характер появления вершин для 
их облета ЛА и предложено описание модели рельефа как случайного 
двухкомпонентного процесса, описывающего появление адекватного 
реальным наблюдениям количества вершин на единицу пройденного 
пути. Таким образом, задача оценки точности стабилизации постоянно 
изменяющейся геометрической высоты полета может быть сведена 
к задаче определения дисперсии ошибки управления по высоте. 

Покажем аналитическое решение задачи оценки точности в стоха-
стической постановке вопроса прохождения через контур МВП случай-
ного сигнала, вызывающего ошибку стабилизации высоты, что позво-
ляет проводить статистическую обработку выходного сигнала.

Рассмотрим два контура управления маловысотным полетом по 
сигналу радиовысотомера о геометрической высоте полета ΔНг . Изве-
стен [3, 4] контур управления геометрической высоты полета, струк-
турная схема которого  в форме изображений Лапласа может быть пред-
ставлена в виде, приведенном  на рис. 1. 

Рис. 1. Структурная схема контура стабилизации геометрической высоты полета
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На схеме (рис. 1) обозначено: Нскл — высота набегающего склона 
рельефа местности, зад

гH  — заданная геометрическая высота полета,  
ΔНг — ошибка стабилизации геометрической высоты полета, зад∆ yn  —  
заданное приращение нормальной перегрузки, k1, k0 — коэффициенты 
ПД-регулятора стабилизации геометрической  высоты, ∆ yn  —  прира-
щение нормальной перегрузки ЛА, g — ускорение силы тяжести, Vy — 
вертикальная скорость полета, H — высота полета ЛА. 

Передаточная функция контура отработки перегрузки  может быть 
представлена в виде:

                                                                                                 (1)

где 
ynT  и 

ynξ  
— постоянная времени и относительный коэффициент 

затухания контура отработки заданной перегрузки.

Система (рис. 1) структурно устойчива с двумя последовательными 
звеньями интеграла только при включении в контур производной 
сигнала радиовысотомера. В противном случае, согласно [5], система 
будет структурно неустойчивой. То есть классический вариант закона 
управления содержит минимально необходимую в этом смысле состав-
ляющую — производную геометрической высоты, в нашем случае с 
коэффициентом пропорциональности k1. Заметим, что в варианте стан-
дартного контура стабилизации барометрической высоты полета роль 
демпфирующего сигнала играет сигнал вертикальной скорости или угла 
наклона траектории [6].

Согласно структурным преобразованиям, передаточная функция 
замкнутого контура стабилизации геометрической высоты полета без 
раскрытия вида передаточной функции (1) примет вид:

                                                                                           (2)

Если для упрощения в (2) предположить, что отработка перегрузки 
является безынерционной, то при ( ) 1

ynW p∆ =  получаем «идеальную» 
систему стабилизации геометрической высоты полета 

                                                                                                 (3)  

которая является астатической системой второго порядка по отно-
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                                                                                           (4)

делится на p 2.

Передаточная функция (3) «идеальной» системы стабилизации 
геометрической высоты синтезируется как устойчивая система, которая 
может быть полностью сформирована по заданным динамическим 
характеристикам, например, в варианте совпадения полинома знамена-
теля с желаемым характеристическим полиномом:

                                                                                                 (5)

  

где Tж и ξж — желаемые постоянная времени и относительный коэффи-
циент затухания контура МВП. Из  равенства (5) определяются коэф-
фициенты закона управления

                                                                                                   (6)

Заметим, что контур «идеальной» системы стабилизации геометри-
ческой высоты является искусственно созданным, то есть полностью 
определяется выбором желаемых параметров (6), устанавливающих 
быстродействие и степень устойчивости замкнутой системы. Тогда как 
свободная система дважды интегрирует входную перегрузку и неустой-
чива.  

Рассмотрим коэффициенты разложения выходного сигнала 
системы (3) в ее установившемся движении при действии на вход  
сигнала в виде полинома времени k-й степени, представляющего 
собой [7] линейную сумму производных входного сигнала Hскл(t ):

                                                                                     

или в преобразовании Лапласа

                                                                                                    (7)

где 0 1 2, , , ..., kS S S S  — коэффициенты разложения выходного сигнала.
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присутствовала вторая производная высоты для получения эффекта 
изгиба склона при походе к вершине. В модели входного сигнала для 
модели (3) может быть применен и  полином степени k > 2, но практи-
ческий интерес для изучения статических ошибок представляют модели 
входного сигнала для k ≤ n, где n — порядок динамической системы. 
Представим передаточную функцию стабилизации геометрической 
высоты полета, исходя из структуры системы (3) в полном структурно 
возможном варианте, когда порядок дифференциального оператора 
(полинома числителя) равен порядку характеристического полинома 

2k n= = . При записи в общем виде получим

                                                                                                   (8)

Система (8), как и система (3), это замкнутая система управления. 
Найдем для замкнутой системы (8) передаточную функцию по ошибке 
регулируемой координаты ( )W p∆ , считая исходную систему следящей 
системой, охваченной единичной отрицательной обратной связью. 
В нашем варианте изображение ошибки будет иметь вид:

                                                                                                (9)

Из (9) следует выражение для передаточной функции по ошибке

                                                                                                 (10)

Для передаточной функции вида (8)  выражение (10) имеет вид 

                                                                                              (11)

Коэффициенты разложения , 0,1, 2...iS i =  (7) выходного сигнала 
( )H p  связаны с коэффициентами установившихся ошибок , 0,1, 2...ic i =  , 

которые получаются разложением передаточной функции системы 
по ошибке (11) в ряд по возрастающим степеням комплексной пере-
менной p: 

                                                                                              (12)
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                                                                                           (13)

Вычисление коэффициентов ошибок по формулам (13), с уче- 
том (11), дает следующие результаты

                                                                                             (14)

По аналогичной методике можно получить коэффициенты разло-
жения выходного сигнала (7) с передаточной функцией (8):

                                                                                               

Сравнение (8) и (11) показывает, что модули производных переда-
точных функций WΔ(p) и W(p) по переменной p, начиная от первой и 
выше, совпадают, тогда коэффициенты разложения выходного сигнала 
и коэффициенты ошибок связаны между собой соотношениями

                                                                           .                   (15) 

В работе [7, стр. 173] показаны рекуррентные формулы для коэффи-
циентов разложения выходного сигнала системы второго порядка:

                                                                                               (16)

Нетрудно, с учетом (15), убедиться в совпадении модулей произво-
дных (14) и (16). Так, например, для получения астатической системы 
третьего порядка по входному сигналу необходимо выполнение следу-
ющих равенств:

                                               или                                           (17)

Анализ условий (16), (17) позволяет сформулировать структурно-па-
раметрический признак астатизма по виду передаточной функции: 
система обладает астатизмом k‒го порядка к входному сигналу тогда 
и только тогда, когда равны коэффициенты при соответствующих 
степенях полиномов числителя и знаменателя передаточной функции 
замкнутой системы

                                                                                             (18)
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Равенства (18) предполагают обязательность выполнения условий 
астатизма низших порядков по сравнению с максимальным  порядком 
астатизма системы. 

Порядок астатизма, которого можно добиться, связан с порядком 
системы следующим образом

                                                                                               (19) 

а максимальный порядок астатизма kмакс = n + 1. Выражение (19) опре-
деляет возможные условия получения порядка астатизма,  принципи-
ально не превышающего порядок системы.

Поэтому равенство коэффициентов числителя и знаменателя при 
одинаковых степенях переменной Лапласа р этих полиномов представ-
ляет собой еще один признак определения порядка астатизма исследу-
емой системы по входному воздействию.

После рассмотрения аналитических характеристик астатических 
систем определим для замкнутой системы второго порядка (11) возмож-
ность улучшения ее точности. При 0 11, 0S S= =  коэффициент при 
второй производной входного сигнала (16) будет равен

                                                                                                  (20)
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 есть коэффициент ошибки по второй производной, 

когда 2 0b = , то есть при структуре системы (3).
Введем в прямую цепь сигнал второй производной по ошибке стаби-

лизации, как показано на рис. 2.

Рис. 2. Структурная схема уточненного контура стабилизации геометрической высоты

Для упрощенного варианта структуры (рис. 2) с безынерционной 
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                                                                                              (21)

Здесь коэффициенты 0k  и 1k  уточнены таким образом, чтобы сохра-
нить корни идеальной системы (6), а именно

                                                                                              (22)

Система (22) согласно (18) сохраняет свойства астатической системы 
второго порядка.

По формуле (20) найдем коэффициент  ошибки, вызванной  изме-
нением второй производной высоты склона, пропорциональной произ-
водной угла склона:

                                                                                                (23)

Для структуры (3) без сигнала по второй производной ΔHг соот-
ветствующий коэффициент ошибки разложения выходного сигнала 
составит 01 gk− . Таким образом, несмотря на то, что система (22) не стала 
системой с астатизмом третьего порядка, составляющая ошибки (23), 
возникающая из-за наличия второй производной во входном сигнале, 
может быть уменьшена в ( )21 1 gk+  раз по сравнению с соответству-
ющей ошибкой системы (3). Чем больше коэффициент k2, тем меньше 
установившаяся ошибка отработки  входного сигнала.

Так как система в установившемся состоянии не имеет ошибок 
слежения за  линейно изменяющимся по времени входным сигналом, 
основной ошибкой  управления  является ошибка от  второй произ-
водной входного сигнала.  Тогда, например, при  величине 2 0,5gk =  
ошибка управления уменьшается в 1,5 раза, а при величине 2 1,0,=gk
эта же ошибка по второй производной высоты рельефа уменьшается 
в два раза. Отсюда возникает эффект «упреждения» управления при 
мгновенном измерении второй производной геометрической высоты 
полета.

При облете реального рельефа местности с упреждающими изме-
рениями первых двух производных сигнала геометрической высоты 
изучение свойства точности маловысотного контура в детерминиро-
ванной постановке задачи, показанной выше, является недостаточным. 

Входной сигнал изменения высоты рельефа представляет собой 
переменный по времени сигнал заданной высоты в контур МВП. 
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В рассматриваемом случае эта функция есть собственно цепь 
горных возвышенностей вдоль трассы, аргументом является линейная 
протяженность маршрута вдоль трассы, а значением функции — высота 
рельефа.

Для модельного представления рельефа с определением точности 
выдерживания малой высоты при облете достаточно применение 
композиционной модели рельефа [9], воспроизводящей поток вершин 
с заданной интенсивностью их появления. Модель содержит два  форми-
рующих фильтра генерации гауссовских стационарных дважды диффе-
ренцируемых в среднеквадратическом случайных процессов изменения 
высот. Эти фильтры воспроизводят низкочастотную и высокочастотную 
составляющие рельефа, которые содержатся в географическом разрезе 
местности вдоль трассы полета. Выходом модели рельефа является 
суммарный случайный процесс изменения высоты препятствий H(l ) 
в функции текущей длины трассы l: 

                                                                                               (24)

где 1( )H l  и 2 ( )H l  — центрированные случайные процессы изменения 
высот низкочастотной и высокочастотной составляющих рельефа, Н0 — 
средняя высота трассы маловысотного полета. Понятно, что точность 
маловысотного контура определяет сумма двух случайных процессов    

1 2( ) ( ) ( )= +H l H l H l  изменения высоты на входе системы стабилизации 
геометрической высоты полета.

Передаточные функции формирующих фильтров  
1ф ( )W p   и 

2ф ( )W p  для 
составных частей рельефа возбуждаются белым шумом lζ  с единичной 
интенсивностью и имеют следующий вид [9]:

                                                                                                   (25)

где 1,2σ  — среднеквадратическое отклонение (СКО) высоты каждой 
составляющей рельефа, 1,2α  — параметр нормированных корреляци-
онных функций выходных сигналов формирующих фильтров, 1,2ρ  — 
радиус корреляции, 1,2 ( )r l  — однопараметрическая нормированная 
четырежды дифференцируемая корреляционная функция процесса 
изменения высоты [10, стр. 563]. 
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Преобразуем фильтры (25) к приведенному виду 
1,2фW  путем задания 

интенсивностей белого шума 1,2l
Sζ , эквивалентно приводящих к полу-

чению на выходе приведенных формирующих фильтров требуемых 
дисперсий 1 2,σ σ , получим

                                                                                              (26)

На основании принципа суперпозиции, действующего для 
линейных систем, формирование случайной составляющей H  высоты 
рельефа (24) с помощью формирующих фильтров (26) также будет пред-
ставлять результат суммирования процессов генерации составляющих 
рельефа, так как каждый процесс формируется от независимо рабо-
тающих сигналов белого шума. Однако фильтры (26) сформированы 
в изображении функций с пространственным, а не временным аргу-
ментом, поэтому сгенерированный рельеф представляет собой профиль 
высот вдоль длины трассы полета. Для оценки точности выдерживания 
геометрической высоты требуется переход от пространственного пред-
ставления  формирующих фильтров к их аналогам, генерирующим 
временные процессы изменения высот рельефа местности. 

Для этого в допущении постоянства горизонтальной скорости 
полета ЛА Vг ã constV =  можно представить длину пройденного пути вдоль 
трассы как

                                                                                          (27)

После подстановки (27) в (26) и соответствующих преобразований 
получим следующие выражения для  формирующих фильтров 

1,2ф ( ),W p

генерирующих временные  процессы  изменения составляющих высот 
рельефа

                                                                                               (28)

Тогда схема для анализа точности стабилизации геометрической 
высоты полета над композиционным  рельефом местности с параме-
трами СКО 1 2,σ σ  и соответствующими радиусами корреляции 1 2,ρ ρ  для 
«идеальной» системы (21) будет выглядеть следующим образом (рис. 3).

( )1,2

5 2
ф 1,2 1,2 1,23

1,2

1 16( ) , .
3ζ= = α σ

+ α l
W p S

p

( )1,2

5 2
ф 1,2 1,2 г 1,2 1,2 1,23

1,2

1 16( ) , , .
3ζ= α =α = α σ

+ α
W p V S

p


 



г .= ⋅l V t



Московский институт электромеханики и автоматики

№ 37, 2022 год80

Рис. 3. Структурная схема определения точности стабилизации геометрической 
высоты полета  при композиционной модели рельефа местности

На рис. 3 обозначено: 1 2,ζ ζ  — сигналы белого шума соответственно 
с интенсивностями 1 2,S S  (28), 

1 2г г г∆ = ∆ + ∆H H H  
— ошибка управления 

по высоте, СКО ошибки которой подлежит определению.  
В статистической динамике линейных стационарных систем изве-

стен способ [7] получения дисперсии выходного сигнала в установив-
шемся (стационарном) режиме. Он получил название метода инте-
гральной квадратичной оценки. Для его применения необходимо знать 
передаточную функцию расширенной системы «белый шум — форми-
рующий фильтр — ошибка системы». Она, с учетом (4), для каждой 
составляющей отслеживания рельефа равна
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Для нашего случая сумма гауссовских центрированных случайных 
процессов, которыми в силу линейности формирующих фильтров 
и системы стабилизации являются процессы 

1г ( )∆H t  и 
2г ( )∆H t , также 

является нормальным случайным процессом с дисперсией

                                                                                            (30)

Дисперсии ошибок составляющих геометрических высот из (30) 
найдем по методу интегральной квадратичной оценки [7]:

                                                                                          (31)

где n — порядок расширенной (совместно с формирующим фильтром) 
системы, в рассматриваемом варианте (29) n = 5.
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Рассмотрим влияние коэффициента при второй производной изме-
ренной геометрической высоты на точность управления при воздей-
ствии случайного входного процесса изменения набегающих высот, 
подлежащих отслеживанию контуром МВП. 

Возьмем в качестве примера процесс  облета летательным аппа-
ратом рельефа средней сложности (холмистая местность) с параметрами  
σ1 = 92 м, ρ1 = 2100 м, σ2 = 25 м, ρ2 = 730 м, на постоянной скорости 
VГ = 100 м/с. Параметры контура стабилизации системы (21): k0 = 0,025, 
k1 = 0,07, k2 = 0,06, и при отсутствии сигнала по второй производной  
k2 = 0. Согласно (31), получены следующие среднеквадратичные откло-
нения ошибки управления:

                                                                                              (32)

Таким образом, на основании (32), точность стабилизации высоты 
с сигналом упреждения по второй производной высоты (или пропорци-
онально скорости изменения угла склона) улучшилась в 1,5 раза.

Снижение СКО при рассмотренном упрощенном варианте, пред-
полагающим безынерционность контура отработки перегрузки и точное 
измерение первых двух производных сигнала радиовысотомера, требует 
подтверждения для полной системы стабилизации и физически реали-
зуемой оценки производных. Схема такого контура МВП показана 
на рис. 4.

Рис. 4. Структурная схема реального контура стабилизации геометрической высоты
 
Дополнительно введен (рис. 4) фильтр третьего порядка для оцени-

вания двух производных ошибки стабилизации геометрической высоты, что 
делает физически обоснованным реализацию оценок производных. Здесь 

,f fT ξ  постоянная времени и относительный коэффициент затухания сгла-
живающего фильтра. Проведен расчет точности стабилизации высоты для 
параметров системы 0,45 c,  0,9, 0,15c,  0,7

y yn n f fT T= ξ = = ξ = , соот-
ветствующих малоскоростному ЛА и обеспечивающих устойчивость 
и приемлемое качество управления контура МВП.
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Получены следующие результаты расчета точности по правилу (31) 
для расширенной системы, теперь уже 10-го порядка, с формирующими 
фильтрами, а именно

                                                                                                   (33)

Как следует из (33), СКО стабилизации геометрической высоты 
полного контура МВП с упреждением уменьшается в 2 раза по срав-
нению с обычным контуром МВП, учитывающим только первую произ-
водную высоты.

Таким  образом, предложен способ оценки точности системы стаби-
лизации геометрической высоты полета по методу интегральной квадра-
тичной оценки, позволяющий проводить настройку системы управления 
по критерию точности компенсации случайных возмущений в контур 
маловысотного полета летательного аппарата.

2 20,06 06,64 м, 13,9 м.∆ ∆= =σ = σ =H Hk k
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