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В статье рассматриваются алгоритмы вычислительной системы управления полётом,
формирующие сигналы на руль высоты и интерцепторы для обеспечения автоматического вы-
равнивания траектории на посадке по категории IIIС, применительно к самолёту Ту-204СМ.

Введение

В статье предлагаются новые алгоритмы для интегрированной комплекс-
ной системы управления (ИКСУ), формирующие сигналы на руль высоты и
интерцепторы для обеспечения автоматического выравнивания траектории на
посадке по категории IIIС, на примере самолета Ту-204СМ. 

Известно, что управление интерцепторами с использованием сигналов
ГРМ повышают точность пилотирования и комфорт [2, 3, 4]. Однако в силу
ряда причин совместное управление интерцепторами и рулем высоты не было
реализовано на практике. Предлагаемые алгоритмы отличаются простотой
реализации и обеспечивают необходимые требования к разбросу точки каса-
ния, вертикальной скорости, нормальной перегрузке и углу тангажа на этапе
выравнивания. Рассматривается два вида сигналов: основной, решающий ос-
новную задачу управления, и вспомогательный сигнал, направленный на по-
вышение качества и эффективности основного управляющего сигнала.
В основной управляющий сигнал заложен принцип погони за «целью», дви жущейся
на заданном удалении от центра масс самолета по заданной траектории. 

In article algorithms of the computing system the flight controls forming signals on an elevator and
spoilers for ensuring of automatic alignment of a trajectory on planting on category IIIС, with reference to
plane Tu-204SM are considered.

Ключевые слова: автоматическое выравнивание, погоня за «целью», минимизация перегрузки
касания, основной и вспомогательный управляющие сигналы

Key words: автоматическое выравнивание, погоня за «целью», минимизация перегрузки ка-
сания, основной и вспомогательный управляющие сигналы
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1. Реализация основного управляющего сигнала на руль высоты

Режим «Выравнивание» подключается на посадке по условию достижения
высоты начала выравнивания Н

НВ
, определенной по радиовысотомеру .

Обычно эта высота находится в пределах 10 метров. Алгоритм автоматического
управления рулем высоты на выравнивании основан на принципе погони за
«целью», движущейся по оси ВПП на неизменном (заданном) удалении от
центра масс самолета [1]. Суть алгоритма поясняется на рис. 1.

При достижении самолетом высоты начала выравнивания НРВ
≤ Н

НВ

определяется (или задается один раз) расстояние до «цели» L
ц
. В общем случае

расстояние до «цели» определяется из предположения, что к моменту начала
выравнивания вектор траекторной скорости совпадает по направлению с на-
правлением глиссады:

(1)

Рис. 1. Погоня за «целью»  (продольный канал управления)

При этом ε
ц

= 0 град (см. рис. 1). В общем случае фактический угол на-
клона траектории может не совпадать с углом наклона глиссады и εц

≠ 0. 
При синтезе законов управления в качестве основных управляющих сиг-

налов использовались реакции на угол между вектором траекторной скорости
V

k
и направлением на «цель» ε

ц
и скорость изменения этого угла Очевидно,

что чем меньше расстояние до «цели», тем больше начальная величина управ-
ляющего сигнала, и наоборот. Так как в ходе выравнивания Lц

не изменяется,
идеальная траектория выравнивания получается при условии сохранения ра-
венства εц

= 0. 
Изменение расстояния до «цели» оказывает влияние на манерууправления: 
• при увеличении расстояния до «цели» (в у словиях уменьшения верти-

кальной скорости снижения, уменьшения угла наклона глиссады, увеличения
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высоты начала выравнивания) уменьшается величина управляющего сигнала
(решение задачи выравнивания менее строгое);

• при уменьшении расстояния до «цели» (в у словиях увеличения верти-
кальной скорости снижения, увеличение угла наклона глиссады, уменьшение
высоты начала выравнивания), увеличивается величина управляющего сиг-
нала (решение задачи выравнивания более строгое).

Угол εц
и скорость его изменения могут быть определены по следующим

формулам:

(3)

(4)

Угол наклона траектории   можно определить, используя сигналы от двух
датчиков: угла атаки и угла тангажа

(5)

где ϑ— угол тангажа, α — угол атаки, ϕ
кр

— угол установки крыла.
Для повышения надежности алгоритма угол наклона траектории может

быть имитирован величиной вертикальной скорости, определенной по варио-
метру. Полагая, что количественно и качественно Θ[град] ≈ Vy

[м/с], угол на
«цель» и скорость его изменения могут быть определены по следующим фор-
мулам:

(6)

(7)

Подключение алгоритма «Выравнивание» выполняется по у словию до-
стижения заданной высоты начала выравнивания, определенной по показа-
ниям радиовысотомера. 

При этом, исходя их фактических у словий выравнивания, вычисляется
(или задается) один раз расстояние до «цели». 

При условии автоматического выравнивания и НРВ
≤ Н

НВ
фиксируется

один раз начальное значение управляющего сигнала на привод руля высоты
и по формуле (1) определяется расстояние до цели.
На i-ом шаге управляющего воздействия (шаге дискретности вычисли-

теля ΔТ) вычисляются εц
, и формируется управляющий сигнал на 

вход привода руля высоты :

(8)
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Управляющий сигнал включает демпфирующие составляющие в виде ре-
акций на ω

z
(от датчика угловых скоростей) и  

.ω
z

с неизменными коэффици-
ентами усиления и . При определении реакции на εц

и использу ется
коэффициент усиления, величина которого может меняться в зависимости от
изменения воздушной скорости: 

Это позволяет учесть влияние скорости и направления ветра при форми-
ровании очередного управляющего воздействия. Минимальное значение
коэффициента усиления в реакции на εц

и подобрано эмпирическим путем
и задано равным 2.

Управляющий сигнал добавляется к суммарному сигналу , поступаю-
щему на вход привода руля высоты. Математическая модель привода руля вы-
соты проиллюстрирована на рис. 2.

Сигнал отключается при вмешательстве пилота в управление по тангажу
или по условию касания ВПП левой или правой стойкой.

Рис. 2. Математическая модель привода руля высоты

Для повышения качества и эффективности управляющих воздействий на
этапе выравнивания рассматривается возможность включения в контур управ-
ления вспомогательного сигнала на интерцепторы [5]. Сигнал подключается
и отключается аналогично сигналу на руль высоты. 

Для формирования управляющего сигнала используются данные следую-
щих вычислений на шаге дискретности вычислителя:

1. При условии автоматического выравнивания и НРВ
≤ Н

НВ
один раз фик-

сируется текущее значение управляющего сигнала на привод интерцепторов
 интi-1 и по формуле (1) определяется расстояние до цели.

2. На i-ом шаге управляющего воздействия вычисляются εц
, , ε

n
и фор-

мируется управляющий сигнал на вход привода интерцепторов :

(9)

где:

Сигнал ε
n

берется из частного закона улучшения устойчивости и опреде-
ляется в алгоритмах АСШУ-204М по следующей формуле:

(10)
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Модель привода интерцепторов показана на рис. 3.

Рис. 3. Математическая модель привода интерцепторов

Некоторые резуль таты математического моделирования посадки с
использованием изложенного выше способа автоматического управления на
этапе выравнивания траектории, применительно к самолету Ту-204СМ, пока-
заны на рис. 4—6. В условиях штиля (см. рис. 4) при выполнении выравнива-
ния вмешательство интерцепторов минимальное (нет необходимости в
коррекции и повышении эффективности основного управляющего сигнала на
руль высоты). Максимальная перегрузка касания достигала значения

= 1,15. Моделирование посадки в условиях встречного ветра 15 м/с (рис. 5) 
показало, что на выравнивании корректирующие действия интерцепторов уве-
личились и максимальный угол отклонения интерцепторов до касания ВПП
достигал величины 18°, при этом расход руля высоты и величина максималь-
ной перегрузки касания остались примерно такими же, как и в случае посадки
в условиях штиля. При попутном ветре 15 м/с (см. рис. 6) выравнивание со-
провождалось постепенным (при перемещении руля высоты на пикирование
и до касания ВПП) выпуском интерцепторов. Так же, как и в предыдущем слу-
чае, вертикальная (нормальная) перегрузка касания и расход руля высоты на
этапе выравнивания остались в тех же пределах.

Так как атмосферные возмущения (особенно турбулентность) могут ока-
зать существенное влияние на адекватность формирования управляющих сиг-
налов на руль высоты и интерцепторы и повысить вероятность грубых посадок,
рассмотрен второй способ автоматического выравнивания без использования
реакции на ускорение . В этом случае основной управляющий сигнал фор-
мируется на интерцепторы, а вспомогательный на руль высоты, при этом:

– управление рулем высоты направлено на уменьшение вертикальной
скорости,

– управление интерцепторами реализу ется по принципу погони за
«целью», движущейся по оси ВПП на постоянном (заданном) удалении от
центра масс самолета.
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Рис. 4. Посадка с автоматическим выравниванием с использованием сигнала 

на интерцепторы. Ветер отсутствует. Расстояние до «цели» 150 м
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Рис. 5. Посадка с автоматическим выравниванием с использованием сигнала 

на интерцепторы. Ветер встречный 15 м/с. Расстояние до «цели» 150 м
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Рис. 6. Посадка с автоматическим выравниванием с использованием сигнала 

на интерцепторы. Ветер попутный 15 м/с. Расстояние до «цели» 150 м
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2. Реализация основного управляющего сигнала на интерцепторы

При формировании основного управляющего сигнала на интер-
цепторы, а вспомогательного сигнала на руль высоты, используются
данные следующих вычислений на шаге дискретности бортового вы-
числителя:

1. При условии автоматического выравнивания и НРВ
≤ Н

НВ
запоми-

наются значения управляющих сигналов на интерцепторы и руль
высоты .

2. Формируются соответствующие управляющие сигналы на входы
приводов руля высоты и интерцепторов:

(11)

где: KVy
= 0,6; KωZ

= 0,6; = 0,4; V
yЗАД

= 0 м/с.

(12)

где: =  2,5; = 2,5; = 1,0.

Очевидно, что угол наклона траектории может быть имитирован
величиной вертикальной скорости, определенной по вариометру . С
учетом принятого допущения угол на «цель» и скорость его изменения
определяются по формулам (6) и (7), соответственно. Для всех вариан-
тов принимается Lц

=100 м.
Сигнал  n берется из частного закона улучшения у стойчивости и

определяется в алгоритмах АСШУ-204М по формуле (10).
Некоторые результаты математического моделирования с исполь-

зованием второго способа выравнивания приведены на рис. 7—10. 
Результаты моделирования посадки в у словиях отсутствия ветра

приведены на рис. 7. Так как основная функция траекторного управле-
ния на выравнивании выполняется интерцепторами при условии фор-
мирования вспомогательного сигнала на руль высоты при =0 м/с,
то вполне очевидно увеличение их угла отклонения на выравнивании.
Расход интерцепторов на выравнивании может регулироваться величи-
ной при формировании вспомогательного управляющего сигнала
на руль высоты. 

Действие встречного ветра приводит к увеличению общего вклада
интерцепторов в решение задачи выравнивания траектории (см.
рис. 8). В то же время расход руля высоты существенно не изменился
при обеспечении хороших характеристик касания ВПП ( nymax

=1,25).
При встречном ветре 15 м/с величина воздушного участка посадочной
дистанции уменьшилась примерно на 100 м.При действии попутного
ветра 15 м/с вмешательство интерцепторов в управление на выравни-
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вании 
существенно уменьшилось и потребовалось только на начальном

этапе выравнивания (см. рис. 9). По сравнению с предыдущими вари-
антами расход руля высоты на выравнивании не увеличился, однако
вертикальная перегрузка касания возросла до =1,55. 

Второй способ управления на выравнивании позволил обеспечить
качественное касание ВПП в у словиях атмосферной турбулентности
(см. рис. 10). Основное участие интерцепторов в решении задачи вы-
равнивания траектории имеет место в начальный момент времени —
выпуск интерцепторов до 14°. На протяжении всего участка выравни-
вания имеет место постепенное увеличение угла отклонения руля вы-
соты. При некотором увеличении расхода руля высоты максимальная
вертикальная перегрузка касания не превысила величины = 1,5.
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Рис. 7. Посадка с автоматическим выравниванием. Ветер отсутствует
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Рис. 8. Посадка с автоматическим выравниванием. Влияние встречного ветра 15 м/с



Рис. 9. Посадка с автоматическим выравниванием. Влияние попутного ветра 15 м/с
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Рис. 10. Посадка с автоматическим выравниванием. Влияние атмосферной турбулентности
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Выводы

Способ управления, основанный на принципе погони за «целью»,
обеспечивает формирование экспоненциальной траектории самолета с
выводом на линию, параллельную поверхности ВПП (на любой задан-
ной высоте «цели») с минимально возможным приращением нормаль-
ной перегрузки. 

Увеличение расстояния до «цели» способству ет минимизации пе-
регрузки касания ВПП и минимизации величины управляющего сиг-
нала при условии увеличения воздушного участка посадки.

При уменьшении расстояния до «цели» задача минимизации пере-
грузки касания решается за счет увеличения управляющего сигнала при
условии уменьшения воздушного участка посадки.

Реализация управления на выравнивании через основной управ-
ляющий сигнал на руль высоты, а вспомогательный — на интерцеп-
торы, позволяет обеспечить хорошие характеристики посадки как в
условиях штиля, так и в условиях ветровых воздействий. Вспомогатель-
ный управляющий сигнал на интерцепторы повышает качество и
эффективность управления рулем высоты.

Способ управления на выравнивании, основанный на формирова-
нии основного управляющего сигнала на интерцепторы, а вспомога-
тельного — на руль высоты, обеспечивает хорошие характеристики
посадки с реализацией дополнительной возможности стабилизации ве-
личины вертикальной скорости, заданное значение которой позволяет
регулировать степень участия в управлении основного и вспомогатель-
ного управляющих сигналов. 
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ANALYZING NONCOMMUTATIVITY ERRORS OF SINS
BY MEANS OF AXOIDS’ METHOD

O. A. BABICH, D. Sc. in Engineering, professor
‘Moscow Institute of Electromechanics and Automatics’ JSC

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОММУТАТИВНЫХ ПОВОРОТОВ
В АЛГОРИТМАХ ОРИЕНТАЦИИ БИНС МЕТОДОМ АКСОИДОВ

О. А. БАБИЧ, д.т.н., профессор
ОАО «Московский институт электромеханики и автоматики»

Некоммутативное вращение, или конинг, представляет собой вид механического движения
твердого тела с одной неподвижной точкой, которое возникает при условии, что в процессе дви-
жения вектор угловой скорости   этого тела изменяет свое направление в инерциальном про-
странстве. Движение твердого тела с одной неподвижной точкой всегда можно описать как
движение подвижного аксоида, катящегося без скольжения по неподвижному, референцному ак-
соиду. В данной статье явление конинга исследуется с помощью наглядного метода аксоидв, при
этом удается получить точные решения для движения тела в некоторых модельных случаях.
Такие решения используются как эталоны для оценки качества реальных алгоритмов БИНС,
а также для синтеза новых алгоритмов с улучшенными показателями качества.
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Введение
Исследование некоммутативных поворотов (или конинга) как вида меха-

нического движения тел направлено на совершенствование той части алгорит-
мов БИНС, которые предназначены именно для компенсации вредного
влияния этого явления.

В процессе функционирования практически всех видов БИНС перио-
диче-ски вычисляется вектор угла поворота тела (Body) относительно инер-
циального пространства на временном отрезке tm-1

≤ t ≤ t
m

путем численного

Noncommutativity rotation, or coning, is a form of mechanical motion of a rigid body with one fixed
point. This phenomenon reveals itself when angular velocity vector changes its orientation in inertial space
during the motion. Any motion of a rigid body with one fixed point can alw ays be represented by a rolling
movement of a moving axoid around the fixed one. In this article, this rather vague phenomenon of non-
commutativity motion is analyzed by means of obvious axoids’ method. This approach allows us to find
exact solutions for body motion in certain typical cases. These solutions can be used as patterns for assessing
the quality of real SINS algorithms and to improve them.

Ключевые слова: БИНС, алгоритмы ориентации, некоммутативный поворот, конинг, ла-
зерный гироскоп, метод аксоидов, мгновенная ось вращения

Key words: SINS, orientation algorithms, noncommutativity rotation, coning, laser gyro, axoids’
method, instant  rotation axis
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(приближенного) решения точного дифференциального уравнения Борца
(1971) [1, 2, 3]:

(0.1)

В уравнении (0.1) входной величиной является вектор угловой скорости

В практике построения БИНС третьим членом в уравнении (0.1) пренеб-
регают в силу его малости [2,3]. Если полученное упрощенное дифференци-
альное уравнение 

(0.2)

решать итерационным методом Пикара [4], то вторая итерация этого метода
принимается [2, 3] в практике БИНС за окончательную и имеет вид:

(0.3)

где

Вектор поворота в (0.3) называют углом некоммутативного поворота,
или конингом.

Заметим, что в том случае, когда на временном отрезке интегрирования
[tm-1

, t
m
] вектор не изменяет своего направления

точное решение для (0.1) имеет вид

(0.4)

Из (0.1) и (0.4) вытекает точное (а не приближенное, как в (0.3)) опреде-
ление конинга на временном отрезке [t, t0

]:

здесь t
0

= t
m-1

. (0.5)

Из (0.4) и (0.5) следует, что явление конинга обусловлено вращением век-
тора угловой скорости

В некоторых модельных примерах можно точно определять как вектор по-
ворота так и вектор и таким образом точно определять вектор 
конинга Точные решения могут быть использованы далее как эталоны
для оценки качества приближенных вычислений.

Цель данной статьи состоит в использовании точной механической аналогии ко-
нинга для исследования и оптимизации алгоритмов ориентации БИНС.
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1. Примеры конических движений. Движение двух идентичных конусов

Пусть подвижный кону с B (Body), представленный на рис.1 точ-
ками A'OC', катится по неподвижному в инерциальном пространстве
референцному конусу I (Inert), который на рис.1 задается точками AOC.
Предполагается, что рассматриваемое движение является равномер-
ным с периодом оборота T и происходит без скольжения относительно
бегущей линии контакта двух конусов. 

Рис. 1. Качение двух идентичных конусов

Заметим, что рис. 1 отображает положение кону сов в начальный
момент времени t = 0. В этот момент контакт осуществляется по линии OA.
Далее линия контактов будет обегать поверхности каждого из конусов
за время периода T с угловой скоростью Ω = 2π/Τ. В силу предполагае-
мой геометрической одинаковости фигур кону сов, точка C', относя-
щаяся к Body, встретится с точкой C неподвижного конуса через время
T/2, а точка A' с точкой A через T. Далее в периодическом движении
пары встречающихся точек на ободах кону сов не будут меняться. Все
та же пара будет вступать в контакт через период T.
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Ясно (рис. 1), что вектор угловой скорости будет лежать вдоль
линии контактов AO, т. к. линейные скорости точек подвижного тела,
лежащих на этой линии, в это мгновение будут равны нулю. Будем
предполагать, что движение кону са B по конусу I происходит в поло-
жительном направлении, т. е. против часовой стрелки, если смотреть
со стороны оси ZI. Разложим вектор на две неортогональные со-
ставляющие по осям ZI и ZB:

(1.1)

считая, что подвижное тело участву ет в двух движениях (рис. 1) — вокруг
осей ZI и ZB. По постановке задачи ясно, что т. к. по 
прошествии периода T происходит полное повторение взаимного по-
ложения конусов B и I.

Из рис. 1 следует, что

(1.2)

При этом вектор конечного поворота, перпендикулярный к
подвижной плоскости ZI, ZB, представляется в виде:

(1.3)

Из рис. 1, а также соотношений (1.2) и (1.3) следу ет, что в процессе рас-
сматриваемого движения векторы и взаимно ортогональны, что
позволяет рассматривать данное движение как пример чистого конинга.

Вектору поворота отвечает кватернион

(1.4)

21
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В соответствии с известной формулой [1]: 

(1.5)

может быть также вычислена матрица направляющих косинусов для рас-
сматриваемого случая:

(1.6)

Если вокруг движущихся конусов B и I (рис. 1, 2) построить сферу, то оси
координатных систем B и I в процессе движения оставят на ее поверхности
следы (рис. 2, 3). На рис. 3 точки 0, 1, 2, 3 и 0 соответствуют углам поворота,
когда Ωt = 0; 0,5π, π, 1,5π, 2π соответственно. Если след от оси ZB очевиден, то
следы от осей XB и YB требуют изучения. Ось XB будет в течение периода T
описывать «восьмерку» с текущими углами поворотов и относи-
тельно осей YI и ZI соответственно равными:

(1.7)

Рис. 2. Начальное положение 

систем координат

Рис. 3. Текущее положение 

систем координат
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Аналогично для оси YB будут иметь место соотношения:

(1.8)

Изменения углов и во времени представ-
лены на рис. 3 и 4 .

Во многих прикладных задачах угол θ можно считать малой величиной
первого порядка. В этом случае «восьмерки» на рис. 4 будут вырождаться в
плоские дуги и можно считать, что колебания осей XB и YB происходят по
плоским меридиональным линиям (рис. 1). Из вышесказанного следу ет, что
вынужденные угловые колебательные движения тела (Body) по осям XB и YB
по законам будет приводить к коническому дви-
жению, описываемому уравнениями (1.2) и (1.3). Заметим, что угловые виб-
рации такого типа могут возникать из-за плохой динамической
уравновешенности массивных вращающихся тел, расположенных в зоне
чувствительных элементов (рис. 5).

Интересно отметить, что рассматриваемая кинематика движения конуса B
(рис. 1) может быть точно задана не только на языке углов поворотов, кватер-
нионов и матриц направляющих косинусов (1.3, 1.4, 1.6), но и на языке углов
Эйлера: законов изменения угла нутации θ, угла прецессии ψ и угла собствен-
ного вращения ϕ в виде:

(1.9)

Рис. 4. Следы осей XB и YB на сфере Рис. 5. Причины конических вибраций
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2. Механическая имитация функционирования лазерного гироскопа, 
установленного на подвижном конусе (Body)

Рассмотрим движение третьего тела на рис.1 — плоского диска ,
который на этом рисунке назван Gyro. Этот диск прилегает к кону су Body и
свободно вращается вокруг оси ZB. При этом он вынужден двигаться таким
образом, чтобы проекция его абсолютной угловой скорости на ось была
тождественно равна нулю

(2.1)

Уравнение (2.1) с точки зрения аналитической механики задает неголо-
номную связь, т. к. связывает позиционные и скоростные параметры
движения данной механической системы из трех тел.

Из уравнения (2.1) следу ет, что дискретный выходной сигнал
лазерного гироскопа (ЛГ) по оси Z, равный углу поворота тела B (рис. 1) отно-
сительно тела G вокруг их общей оси ZB = ZG за период Tl

= t
l
– t

l-1
, будет равен

интегралу:
(2.2)

Соотношения (2.1) и (2.2) позволяют считать диск Gyro (рис. 1), движу-
щийся по закону (2.1), механическим имитатором для лазерного гироскопа ЛГ
с осью чувствительности ZB.

Три ортогональных лазерных гироскопа, установленные на теле Body, на
l-ом такте будут выдавать трехмерный вектор 

(2.3)

который принято называть инкрементом показаний ЛГ. В записи векторного инкре-
мента (2.3) мы опустили верхний и нижний индексы для краткости.

Из рис. 1 нетрудно вывести следующие аналитические выражения для
проекций вектора угловой скорости на оси трехгранников G и I:

(2.4)

Из рис. 1 также следует, что плоский диск будет «обкатывать» покоящийся в
инерциальном пространстве аксоид, заданный в виде конуса (рис. 1, 6) с углом при его
основании, равным θ. Это утверждение вытекает из того, что линия контактов диска и
этого конуса будет совпадать с линией подвижного вектора (рис. 1).
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Рассмотрим теперь задачу движения тела Gyro в инерциальном простран-
стве с позиций классической теории подвижных (Gyro) и неподвижных (Inert)
аксоидов [8]. Поверхности аксоидов (кону сов с вершинами в неподвижной
точке O) образуются линией контактов (точек с нулевыми линейными скоро-
стями) при движении этой линии в теле подвижного и неподвижного аксои-
дов. А линия контактов ( XG, YG, ZG) совпадает с линией действия вектора
угловой скорости (рис.1).

Для подвижного (Gyro) конуса будем иметь соотношения:

(2.5)

в (2.5a) величина R играет роль произвольного числа, играющего роль радиуса.
Соотношения (2.5б) задают уравнения подвижного аксоида (Gyro) в системе
координат G. Как видим, подвижный аксоид вырождается здесь в плоский
круг, ортогональный оси ZB = ZG.

Для неподвижного аксоида (Inert) аналогичные выкладки дают уравнение
его поверхности в системе координат Inert:

Качение подвижного (плоского G) по неподвижному (кону сному I)
аксоиду показано на рис. 6 и 7. При движении обод диска Gyro катится по
окружности, лежащей в основании конуса Inert.

Радиус окружности, расположенной в основании кону са, будет равен
r = Rcosθ, а радиус внешней окружности диска будет равен R.

Рис. 6. Движение подвижного аксоида (Gyro) 

по неподвижному (Inert)

Рис. 7. Механическая аналогия движения Gyro

при конинге: диск Gyro катится по диску Inert

без скольжения в точке К контакта



Длина полной окружности, лежащей в основании неподвижного кону са
(Inert), равна 2πr = 2πRcosθ, а длина полной окружности диска (Gyro) равна
2πR.

Когда ось гироскопа ZG = ZB опишет полный круг (рис. 1) вокруг оси ZI,
т. е. когда тело Body придет в исходное положение, точка контакта на основа-
нии кону са пройдет линейное расстояние S = 2πR = 2πRcosθ. Такое же
расстояние пройдет и точка контакта на ободе диска, при этом угол пово-
рота диска вокруг оси ZG может выть вычислен по формулам:

Таким образом, диск (Gyro) за каждый период T будет поворачиваться
вокруг чувствительной оси Z = ZB = ZG лазерного гироскопа по часовой
стрелке (отставая) на угол (рис. 8)

С учетом принятого правила знаков за каждый период T угол ϕ собствен-
ного вращения диска будет увеличиваться на величину

(2.6)

Рис. 8. Иллюстрация к взаимным вращениям дисков Gyro и Inert

Положительный знак в (2.6) имеет место потому , что после периода T
нулевая черта диска Gyro (рис. 1, 8) будет впереди, т . е. повернутой против
часовой стрелки.

Угол и называется некоммутативным, или неголономным углом
поворота, или конингом. Полученный резуль тат полностью соответству ет
теореме А. Ю. Ишлинского [5].

Таким образом, в конце каждого периода Т, когда тело (Body) будет воз-
вращаться в исходное положение (рис. 3, полый поворот оси ZB по ее траек-
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тории на 2π), лазерный гироскоп будет выдавать показание 2πcosθ. При этом
разность можно рассматривать как ошибку , которую
необходимо скомпенсировать.

Заметим, что величина угла , полученная методом аксоидов, пол ностью
согласуется с величиной угловой скорости в (1.2). Действительно, имеют

место соотношения:

(2.7)

3. Положение тела (Body) относительно волны лазерного гироскопа 
в периоды съема информации и основное уравнение 

периодического конинга

В процессе функционирования БИНС на каждом такте [ tm-1
≤ t ≤ t

m
]

обязательно вычисляется кватернион задающий текущий
поворот тела (Body) в инерциальном пространстве относительно инерциаль-
ного (то есть не вращающегося относительно мировых звезд, «заморожен-
ного») координатного трехгранника IB(t0

) на предыдущем такте t
0

движения.
В интересах дальнейшего изложения напомним здесь основные правила (3.1)

алгебраических действий над кватернионами:

(3.1)

Для рассматриваемого случая имеет место очевидное соотношение:

(3.2)

В (3.2) под координатным трехгранником I понимается исходный инер-
циальный трехгранник I, введенный на рис. 1. 

В соответствии с (1.4) и (3.2) имеем:

(3.3)

Отметим, что решение (3.3) является точным и может служить эталоном
для проверки приближенных вычислений.
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По известному кватерниону может быть сколь угодно точно
вычислен отвечающий ему вектор Эйлера

(3.4)

Если величину угла θ считать величиной малой, то с точностью до величин
второго порядка малости θ2 кватерниону (3.3) будет отвечать вектор поворота
Эйлера

(3.5)

Если теперь угол конинга представить в виде (0.5)

(3.6)

где представляется формулой (3.5), а представляется формулой (1.2), то

мы получим выражение для угла конинга (угол θ считается здесь малой

величиной первого порядка):

(3.7)

Величины Ωt
0

и Ωt, которые входят в (3.5), нужно понимать как
углы положения контактной линии (рис. 1, рис. 3) в моменты времени
t0

и t. Из уравнений (3.5) вытекает , что на каждом временном
интервале [t0

, t] величина вектора конечного поворота будет за-
висеть от начальных и конечных временных (геометрических угловых)
условий. В то время как угол конинга, как это следует из (3.7), не зависит
от t и t0

в отдельности, а зависит только от их разности T = (t – t
0
) и частоты Ω

конических колебаний.
Уравнение (3.7) назовем основным уравнением периодического конинга,

так как на его основе можно проводить анализ и синтез алгоритмов компен-
сации конинга.
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4. Новый подход к анализу алгоритмов компенсации конинга

В большинстве современных БИНС временной интервал T
m
, на котором

подсчитывается кватернион ориентации и который соответствует темпу 
выдачи информации, разбивается на подынтервалы T

l
(рис. 9), которые соот-

ветствуют темпу выдачи инкрементов углов от лазерных гироскопов.

Рис. 9. Два темпа обработки

В соответствии с обширной литературой [2, 3, 7] имеют место соотношения:

1.

2.

3. 

(4.1)

4.

5.

6.

7.

Формулы (4.1) отвечают общему случаю движения тела Body . В [2, 3]
доказано, что в предположении о линейном изменении угловой скорости

(4.2)



на временном отрезке [ t
l-2

, t
l
] величина угла конинга в (4.1.7) может быть

вычислена по формуле Севиджа

(4.3)

где – вычислительная оценка для точного значения .

Рекуррентный способ вычисления угла конинга β
m
, заключенной в выра-

жениях (4.1) и (4.3), может быть записан в виде отдельного блока, который
будет иметь вид: 

(4.4)

Рекуррентный алгоритм (4.4) может быть выражен в виде конечного со-
отношения. Например, для четырехшагового алгоритма, когда t

m-1
= 0, l = 0,1,2,3,4,

(T
m
/T

l
) = m = 4, из (4.4) при суммировании по шагам l легко следует, что:

(4.5)

В (4.5) представляет собой последний инкремент угла на предыдущем
шаге [t

m-2
, t

m-1
]. 

Рассмотрим формулу для точного значения в случае изучаемого чи-
стого конического движения, когда временные функции и

представляются в виде (3.5) и (1.2) соответственно. На осно-
вании (3.7) при t

l-1
= t

0
и t

l
= t имеем выражение для точного значения конинга

в рассматриваемом виде движения

(4.6)

Сравним теперь величину , которая вычисляется по формуле Севиджа (4.3),
с точным ее значением (4.6) в условиях рассматриваемого конического движения. 

Из (1.2) имеем 

(4.7)
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Векторное произведение для (4.7) при j = 1 будет иметь вид

(4.8)

Вычислительная погрешность у алгоритма Севиджа (4.3) на
малом такте T

l
в соответствии с (4.6) и (4.8) может быть представлена в виде:

(4.9)

Из (4.9) следует, что при т. е. при или при f
ЦВМ

≥ 7f
ВИБ

алгоритм Севиджа (4.3) работает вполне удовлетворительно. Работу алго-
ритма (4.3) при повышении частоты Ω конических колебаний можно иссле-
довать, рассматривая поведение функции ψ(Λ) при изменении значений
переменной Λ = ΩT

l
.

Рассмотрим теперь векторное произведение Из
(4.7) следует:

(4.10)

Формула (4.10) позволят вычислять величину поправок для компенса-
ции конинга, если алгоритм компенсации записан в конечном (а не в рекур-
рентном) виде, когда угол конинга вычисляется сразу для всего такта Tm

.
Тип такого алгоритма приведен здесь в (4.5). 

Сравнивая вычисленное таким образом значение с его идеальным
значением, которое представляется в виде:

(4.11)

мы получим вычислительную погрешность анализируемого алгоритма. 
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Покажем это на примере для двух типов а) и б) известных двухшаговых алго-
ритмов [6, 9], когда  

а) алгоритм типа Севиджа (4.1, 4.3)

(4.12)

б) алгоритм распространенного типа [6, 9]

Если величины для обоих случаев подсчитать с помощью (4.10), то
получим, что обе величины совпадают и равны:

(4.13)

Искомая разница в соответствии с (4.11) и (4.13) будет равна:

(4.14)

Обратим здесь внимание на то, что формулы (4.14) и (4.9) записаны как функции
переменной Λ= ΩT

l
, заданные в конечном виде, что позволяет анализировать этим ме-

тодом различные алгоритмы при произвольных значениях Λ.
Заметим теперь, что функция (4.14) при малых значениях Λ разлагается в

ряд Тейлора:

(4.15)

Это значит, что оба алгоритма (4.12) являются алгоритмами четвертого
порядка точности.

Сравнивая (4.15) и (4.9), получаем

(4.16)

Это означает, что погрешность вычисления угла конинга на глав-
ном отрезке T

m
равна сумме погрешностей вычисления угла конинга на

подотрезках T
l
. 

Это утверждение в общем виде следу ет из (4.1.6) при разбиении отрезка
интегрирования T

m
на подотрезки T

l 
.

Таким образом, оптимизируя вычислительную процедуру (4.1.6) на
каждом мелком шаге T

l
, мы тем самым оптимизируем и вычисление величины

(4.1.5) на главном шаге T
m
. Интересный метод оптимизации на мелком шаге T

l

был предложен в работе [7]. Мы кратко остановимся на нeм с позиций данной статьи.
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5. О синтезе и анализе алгоритма компенсации конинга с N шагами назад

В работе [7] предложен метод синтеза алгоритма для вычисления с уче-
том последних N инкрементов в виде:

где k
i

— скалярное число. (5.1)

Случай, когда i = 1, N = 2, соответствует формуле Севиджа (4.3).
Подход (5.1) отвечает [3] гипотезе, что на интервале угловая скорость

изменяется по полиноминальному закону более сложному, чем в (4.2):

(5.2)

Из (5.1) и (4.10) следует

(5.3)

Задача приближения функции ,заданной в виде (5.3), к функции

(5.4)

может быть решена, если правые части функций (5.3) и (5.4) разложить в ряды
Тейлора и приравнять друг к другу в этих рядах первые N-1 коэффициентов
n = 1, 2, ..., N – 1.

Такой процесс, очевидно, приведет [7] к системе линейных уравнений от-
носительно постоянных величин k

i
, i = 1, ..., N – 1, которая имеет вид:

(5.5)где 

Вычисления по (5.5) приводят к следующим результатам:
а) для алгоритма с одним шагом назад (N = 2; i = 1; n = 1) имеем: k1

= 1/12
(совпадение с результатом (4.3) Севиджа);

б) для алгоритма с двумя шагами назад (N = 3; i = 1, 2; n = 1, 2) имеем:
k1

= 7/60, k
2

= –1/60;
в) для алгоритма с тремя шагами назад (N = 4; i = 1, 2, 3; n = 1, 2, 3) имеем:

k1
= 0,147, k

2
= –0,041, k

3
= 0,006.

Соотношения (5.5) решают задачу синтеза алгоритма (5.1) для компенса-
ции конинга.

В работе [7] приведен анализ точности алгоритма (5.5) путем исследования
остаточных частей бесконечных рядов, получающихся при разложении функ-
ций (5.3) и (5.4) в ряды Тейлора. Здесь предлагается прямой способисследования,
состоящий в прямом вычислении функции по формулам (5.3) и
(5.4). 
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Исследование погрешности на главном интервале T
m

можно 
проводить по методике, изложенной на примерах (4.11).(4.14) при переходе от
алгоритма компенсации в рекуррентной форме к этому же алгоритму , запи-
санному в конечной форме для главного интервала.

Выводы

1. Даны точные механические аналогии в виде движущихся аксоидов для
твердых тел, находящихся в состоянии угловых вибраций типа конинга, и ла-
зерных гироскопов, установленных на этих телах.

2. Получены точные формулы для кватерниона и вектора конечного по-
ворота конингующего тела на произвольных временных отрезках, которые
служат эталонами для проверки рабочих алгоритмов БИНС.

3. Разработаны новые методы для анализа точности алгоритмов, предна-
значенных для компенсации конинга. 
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THE PROCEDURE OF IRS’S INSTRUMENTAL ERRORS
ESTIMATION IN CASE OF IRREGULAR

TRANSITORY CORRECTION DATA 
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МЕТОДИКА ОЦЕНКИ ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫХ ОШИБОК БИНС 
В СЛУЧАЕ КРАТКОВРЕМЕННОГО И НЕРЕГУЛЯРНОГО 

НАЛИЧИЯ КОРРЕКТИРУЮЩЕЙ ИНФОРМАЦИИ

В. В. АКИШИН, к.т.н.
ОАО «Московский институт электромеханики и автоматики»

В статье рассмотрена методика послеполетной оценки инструментальных погрешностей
БИНС по траекторным данным, использование которой возможно при кратковременном и не-
регулярном поступлении внешней корректирующей информации. Дано краткое описание и тео-
ретическое обоснование предлагаемой методики и приведен пример ее использования при анализе
результатов летного эксперимента.
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Вопрос оценки величины инструментальных погрешностей бес-
платформенных инерциальных навигационных систем (БИНС) и их
коррекции в процессе эксплуатации имеет большое значение как с
точки зрения безопасности, так и с точки зрения повышения экономи-
ческой эффективности. Обычно задача оценки инструментальных по-
грешностей решается с помощью использования информации от
глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС) и методов
калмановской фильтрации, выполняемых непосредственно в БИНС,
но в ряде пилотажно-навигационных комплексов приемники сигналов
ГНСС отсутствуют или информация от ГНСС не поступает на входы
БИНС, что делает невозможным использование этого способа.

В данной статье рассматривается методика послеполетной оценки инстру-
ментальных погрешностей БИНС по траекторным данным в длительных по-
летах в случае кратковременного и нерегулярного наличия внешней
корректирующей информации. Полученные значения нескомпенсированных

The article describes the procedure of IRS’s postflight instrumental errors estimation using trajectory
information. The estimation procedure operates on the basis of irregular transitory correction data from
external source. The article includes the procedure’s short description, its theoretical justification and an
example of error estimation based on flight test experiment.

Ключевые слова: инструментальные ошибки, полетная информация

Key words: instrumental errors, flight data
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погрешностей БИНС могут быть использованы как для контроля точности
системы в эксплуатации, так и для автоматизированной коррекции инстру-
ментальных ошибок БИНС после полета.

Рис. 1. Ошибки определения составляющих путевой скорости по экспериментальным данным

Рис. 2. Траектория полета

В длительных полетах, более 4-6 часов, на точность БИНС начинает ока-
зывать влияние наличие перекрестных связей в уравнениях ошибок между
горизонтальными каналами БИНС, что приводит к появлению колебаний
ошибок БИНС не только с периодом Шулера, но и с периодом, близким к
24 часам, так называемых «суточных» колебаний. В качестве примера ниже
приведены погрешности БИНС по скорости в процессе полета по маршруту
Москва — Петропавловск-Камчатский (рис. 1), а также траектория полета (рис. 2) [1].



Следовательно, для того чтобы математическая модель достоверно опи-
сывала эти колебания, необходимо учесть влияние перекрестных связей в
уравнениях погрешностей БИНС [2, 3, 4]. Уравнения погрешностей БИНС (1)
с учетом перекрестных связей представлены ниже:

(1)

где: ФN
, Ф

up
, Ф

E
— ошибки ориентации, приведенные к осям географического

трехгранника (северный, вертикальный и восточный каналы, соответственно);
δV

N
, δV

E
— ошибки определения скорости в северном и восточном каналах гео-

графического трехгранника, соответственно; а
N
, а

up
, а

E
— линейные ускорения,

измеряемые акселерометрами, приведенные к осям географического трехгран-
ника (северный, вертикальный и восточный каналы, соответственно);
V

N
, V

E
— проекции скорости объекта на горизонтальные оси географического

трехгранника (северная и восточная ось, соответственно); ϕ, δϕ — текущая ши-
рота и ошибка определения широты, соответственно; B

N
, B

E
— ошибки мас-

штабного коэффициента и нулевых сигналов акселерометров, приведенные к
осям географического трехгранника (северная, вертикальная и восточная оси,
соответственно); U — угловая скорость вращения Земли; R — радиус Земли.

Наличие перекрестных связей между горизонтальными каналами приво-
дит к циклическому перераспределению ошибки по скорости между восточ-
ным и северным каналами, причем максимумы ошибок в каналах сдвинуты
друг относительно друга на половину «суточного» периода. При этом период
«суточных» колебаний зависит от скорости и направления движения и может
быть вычислен по формуле:
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(2)

Из [5] известно, что без учета влияния перекрестных связей ошибки
БИНС по составляющим путевой скорости будут определяться инструмен-
тальными погрешностями гироскопов и акселерометров и в общем случае
иметь следующий вид:

(3)

где: — эквивалентный нескомпенсированный дрейф гироскопа в восточ
ном канале; — эквивалентный нескомпенсированный дрейф гироскопа
в северном канале; ΔBN

— эквивалентное нескомпенсированное смещение ну-
левого сигнала в северном канале; ΔB

E
— эквивалентное нескомпенсированное

смещение нулевого сигнала в восточном канале; ν — частота Шулера.

Наличие перекрестных связей приведет к появлению «суточной» состав-
ляющей с периодом, определяемым по формуле (2), следовательно, поведение
ошибок БИНС с учетом перекрестных связей при прямолинейном движении
можно описать в виде «эквивалентной сину соиды» (4), приведенной ниже и
представляющей собой модулированные синусоидальные колебания с ампли-
тудой и свободным членом, которые определяются комбинацией нескомпен-
сированных инструментальных погрешностей БИНС:

(4)

где: ν — частота Шулера, νС
— частота «суточных» колебаний; θ — начальная

фаза «суточных» колебаний.
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Решение системы уравнений (4) даст нам четыре комбинации инструмен-
тальных ошибок. Для расчета поправок или оценки точностных характеристик
системы требуется определить искомую комбинацию ошибок, для чего не-
обходимо произвести определение параметров эквивалентной синусоиды при
полете с другим курсом и отбросить решения с малыми значениями инстру-
ментальных ошибок (менее 0,005°/час и 0,00001 м/с2). Пример использования
предлагаемой методики приведен ниже для случая полета по траектории
Москва — Петропавловск-Камчатский.

Полет по маршруту Москва — Петропавловск-Камчатский у словно
можно аппроксимировать в виде трех отрезков [6]:

1. Выход из зоны аэродрома и прямолинейный полет с постоянной ско-
ростью, высотой и курсом 70°, с изменением широты от 56° с. ш. до 68° с. ш.,
длительностью 2-3 часа.

2. Прямолинейный полет с постоянной скоростью, высотой и курсом 90°,
на широте 68° с. ш, длительностью 4-5 часов.

3. Прямолинейный полет с постоянной скоростью, высотой и курсом
110°, с изменением широты от 68° с. ш. до 55° с. ш., длительностью 2-3 часа, и
заход на посадку.

С помощью разработанной методики определим параметры «суточных»
колебаний при полете по маршруту Москва — Петропавловск-Камчатский на
основе экспериментальной траекторной информации. Ошибки определения
БИНС составляющих путевой скорости в процессе полета представлены на рис. 1.

На каждом участке полета выберем два момента времени, смещенные друг
относительно друга на период Шулера, для которых измерим погрешность
определения путевой скорости, что будет имитировать кратковременное по-
лучение корректирующей информации от внешних источников. Для повыше-
ния точности оценки следу ет проводить измерение погрешностей БИНС по
скорости не ранее, чем через 30-40 минут после смены курса полета.

По формуле (2) рассчитаем изменение частоты «суточных» колебаний во
времени и построим график. Отметим, что из-за эволюций самолета она может
значительно меняться на участках полета малой длительности, для устранения
этих резких изменений проведем сглаживание графика частоты «суточных»
колебаний. На рис. 3 представлены сглаженный и несглаженный графики.

Значение фазы «суточных» колебаний определим по формуле:

(5)

где: t1
– время первого максимума, t

2
– время второго максимума, Т

Ш
– период

Шулера.
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Рис. 3. Частота «суточных» колебаний в процессе полета 

Так как маршрут полета в приближенном виде представлен в виде
трех прямолинейных последовательных участков с различными кур-
сами полета, необходимо определить параметры колебаний на каждом
участке.

Значения ошибок северной и восточной скоростей, используемых
для расчета на каждом участке, представлены в таблице 1.

Таблица 1. Значения экспериментальных погрешностей составляющих  путевой скорости 

Определим значения параметров эквивалентной сину соиды на каждом
участке по формуле 3. Результаты расчета приведены в таблице 2.

Таблица 2. Параметры эквивалентной синусоиды погрешностей составляющих 
путевой скорости для каждого участка полета (амплитуда Y

N
и постоянный член Z

N
)

№ участка
Северная, м/с Восточная, м/с

V
N1

V
N2

V
Е1

V
Е2

1 0,4044 –1,216 –0,7406 0,9325

2 1,029 –1,052 –1,374 1,089

3 1,189 –0,6927 1,175 –0,553

№ участка
V

N
, м/с V

E
, м/с Истинный курс

полета на участкеY
N

Z
N

V
Е1

V
Е2

1 0,3701 1,0981 –0,3697 1,2563 42°

2 1,8932 –0,3128 1,3985 –0,1627 110°

3 –1,1173 –2,54 –0,3294 –0,9161 140°
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Вычисление значений инструментальных ошибок БИНС в северной и восточной
осях на всех трех участках полета выполним с помощью системы уравнений (6).

(6)

где: Y
N 

, Y
E

— амплитуда эквивалентной синусоиды в северном и восточном каналах;
Z

N 
, Z

E
— свободный член эквивалентной синусоиды в северном и восточном каналах.

Полученные значения пересчитаем в проекции на горизонтальные оси
приборного трехгранника для каждого этапа полета по следующим формулам:

(7)

Результаты вычислений приведены в таблице 3.
Таблица 3. Вычисленные инструментальные погрешности 

в осях приборного трехгранника для каждого участка полета

№ участка № решения
Ось Х (продольная) Ось Z (поперечная)

δB
Х 

, м/с Δω
X

dr, °/час δB
Z 

, м/с Δω
Z

dr, °/час

1

1 0,000434 –3 ·10–7 0,000171 6 ·10-6

2 –0,0000077 –0,0006 0,000147 0,011
3 –0,000434 3 ·10–7 –0,000171 –6 ·10-6

4 0,0000077 0,0006 –0,000147 –0,011

2

1 0,0001 0,0078 –0,00206 0,00361
2 –0,0003 0,0444 –0,0008 0,02
3 –0,0001 –0,0078 0,00206 –0,00361
4 0,000242 –0,044 0,0008 –0,02

3

1 0,00077 –0,003647 0,00011 0,01834
2 –0,0001 0,0231 –0,00048 –0,00202
3 –0,00029 0,00364 0,00072 –0,0183
4 0,0001 –0,0231 0,00048 0,0202
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Процесс поиска совместного решения начнем с исключения реше-
ний, содержащих значения инструментальных ошибок меньших, чем
случайные составляющие дрейфа гироскопов (0,001°/час) и смещения
нулей акселерометров (0,000001 м/с2). Исключив решения со слишком
малыми значениями, отбраку ем те решения, в которых значения
инструментальных погрешностей в осях ПТГ значительно отличаются
от всех значений на других участках. Результатом будет набор, состоя-
щий из трех наиболее близких между собой решений, по одному на
каждый участок полета. 

Проведем осреднение выбранных значений и полученные резуль таты
представим в виде таблицы 4.

Таблица 4. Расчетные постоянные инструментальные погрешности

Используя полученные осредненные значения, проведем модели-
рование полета по приближенной траектории, состоящей из трех
линейных участков, построим графики ошибок БИНС по составляю-
щим путевой скорости и наложим их на ошибки БИНС по скорости в
полете (рис. 4 и 5).

Как видно из графиков на рис. 4 и рис. 5, моделирование с посто-
янными инструментальными погрешностями в целом соответствует ре-
зультатам летного эксперимента, что позволяет сделать вывод о
корректности применения данной методики. Относительно малая кор-
реляция северной составляющей путевой скорости связана с недоста-
точной точностью расчета погрешностей БИНС математической
моделью в момент прохождения точки поворота, совпавшей с областью
минимальных значений погрешностей БИНС по скорости.

Из всего вышеизложенного следу ет, что разработанная методика
позволяет оценить инструментальные ошибки БИНС с высокой точ-
ностью. Особо отметим, что использование данной методики возможно
как для оценки инструментальных ошибок в процессе полета для
последующей послеполетной автоматизированной подкалибровки
БИНС, так и для экспресс-анализа результатов полета. При этом дан-
ная методика, в отличие от коррекции на базе филь тра Калмана, не
требует глубокой интеграции в алгоритмы БИНС и может быть реали-
зована в любом вычислительном модуле, получающем ограниченное
число выходных параметров от БИНС и периодически получающем коррек-
тирующую информацию от иных источников. 

Ось Х (продольная) Ось Z (поперечная)
δB

Х 
, м/с Δω

X
dr, °/час δB

Z 
, м/с Δω

Z
dr, °/час

0,00024 –0,02 0,0012 –0,03



Рис. 4. Погрешность северной составляющей путевой скорости по результатам 

эксперимента и расчетная при постоянных инструментальных ошибках

Рис. 5. Погрешность восточной составляющей путевой скорости по результатам 

эксперимента и расчетная при постоянных инструментальных ошибках

44

Московский институт электромеханики и автоматики

№6, 2013 год                



Литература

1. Акишин В. В. Результаты испытаний БИНС на базе лазерных гироско-
пов для дальнемагистральных самолетов гражданской авиации. Материалы XI
конференции молодых ученых «Навигация и управление движением» // Гиро-
скопия и навигация. — 2009. —№ 2 (65).

2. Акишин В. В. Построение моделей и анализ ошибок инерциальной на-
вигационной системы по экспериментальным траекторным данным // Акту-
альные проблемы российской космонавтики. Материалы ХХХII
академических чтений по космонавтике. — М.: Комиссия РАН по разработке
научного наследия пионеров освоения космического пространства, 2008. —540 с.

3. Акишин В. В. Основные особенности анализа и идентификации нави-
гационных ошибок бесплатформенной навигационной системы по экспери-
ментальным траекторным данным при полете по сложной траектории //
Актуальные проблемы российской космонавтики. Материалы ХХХIII акаде-
мических чтений по космонавтике. — М.: Комиссия Р АН по разработке на-
учного наследия пионеров освоения космического пространства, 2009. —582 с.

4. Акишин В. В. Особенности анализа ошибок БИНС по эксперименталь-
ным траекторным данным // Вопросы оборонной техники. На учно-техниче-
ский сборник. Серия 9, вып.1 (236)-2(237), 2009. С. 27-33.

5. Salychev S. O. Applied Inertial Navigation: Problems and Solutions, BMSTU
Press, Moscow, Russia, 2004.

6. Акишин В. В. Основные особенности анализа ошибок бесплатформен-
ной инерциальной навигационной системы по экспериментальным траектор-
ным данным. // Новости навигации. — 2009. — № 2.

45

«Навигация и управление летательными аппаратами»                   

№6, 2013 год



УДК 531.775

ALGORITHM FOR IMITATION INERTIAL SENSORS 
READINGS BY TRAJECTORY DATA
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АЛГОРИТМ ИМИТАЦИИ ПОКАЗАНИЙ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ 
ДАТЧИКОВ ПО ТРАЕКТОРНЫМ ДАННЫМ

О. Н. БОГДАНОВ, 
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
А. В. ФОМИЧЕВ, к. ф.-м. н.,
ОАО «Московский институт электромеханики и автоматики»

В статье приводятся алгоритмы имитации показаний идеальных гироскопов (датчиков уг-
ловой скорости) бескарданной инерциальной навигационной системы (БИНС), установленной на
подвижном объекте. Входной информацией служат телеметрические данные о координатах объ-
екта и параметрах его ориентации, зарегистрированные с некоторой частотой. Выходные дан-
ные могут использоваться для анализа точности различных методов вычисления параметров
ориентации на фактически реальных траекториях движения носителя БИНС, а также по-
строения телеметрических имитаторов движения.
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Введение

В основе бортовых алгоритмов БИНС лежат модельные уравнения, свя-
зывающие навигационные параметры и показания инерциальных датчиков.
Для их интегрирования используются численные методы, выбор которых дол-
жен определяться достаточной точностью, которая в свою очередь зависит от
характера движения объекта, технических возможностей инерциальных дат-
чиков и бортового вычислителя.

The article describes readings imitation algorithms for ideal gyroscopes (angular velocity sensors) of
IRS installed on a mobile unit. Telemetrical data of the unit’s coordinates and orientation parameters serve
as an input data and is registered with definite frequency. Output data can be used for evaluating precision
of various orientation computation methods applied to IRS carrier unit’s actual operating motion trajectories,
and also for building telemetrical motion imitators. 

Ключевые слова: бесплатформенная инерциальная навигационная система, телеметриче-
ские данные, имитация показаний гироскопов, анализ точности алгоритмов определения
ориентации

Key words: IRS, telemetrical data, gyroscopes readings imitation, evaluating precision of orienta-
tion finding algorithms
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Для анализа точности численных методов обычно использу ется модели-
рование на достаточно простых движениях, для которых показания инерци-
альных датчиков могут быть получены аналитически. Однако реальное
движение может быть весьма сложным и существенно отличаться от любого
наперед заданного модельного движения. Это обстоятельство приводит к за-
даче исследования точности численных методов интегрирования на реальных
траекториях. Информация о реальном движении обычно регистриру ется по
данным бортовой системы регистрации. 

В данной работе мы остановимся на вопросе интегрирования уравнений,
описывающих угловое движение объекта-носителя БИНС. Для его описания
используются уравнения Пуассона в кватернионах. В уравнения Пуассона вхо-
дят компоненты вектора угловой скорости, информация о которых считыва-
ется с гироскопов. Для того чтобы оценить уровень точности того или иного
алгоритма, численно решающего задачу определения ориентации, необходимо
уметь корректно моделировать показания гироскопов.

В работе предложен подход, позволяющий имитировать точные показа-
ния гироскопов для произвольных движений объекта. На вход алгоритма по-
ступают телеметрические данные о траектории движения объекта-носителя
БИНС с некоторой частотой. Затем формируется гладкая опорная траектория,
которая с достаточно хорошей точностью соответствует телеметрическим дан-
ным. Затем моделируются показания гироскопов, которые соответствуют
опорной траектории. 

Построенные таким образом показания гироскопов могут быть исполь-
зованы в качестве входных данных для любого численного метода интегриро-
вания уравнений Пуассона. В резуль тате этого интегрирования
появлянекоторая вычисленная траектория.

Сравнение вычисленной траектории с опорной позволяет судить о точ-
ности исследуемого численного метода.

1. Обозначения

Будем предполагать, что оси чувствительности трех гироскопов, входящих
в состав БИНС, взаимно ортогональны, и приведем обозначения, используе-
мые далее.

O — условный центр Земли. C ним связана инерциальная система коор-
динат Oξ. Ось ξ3

совпадает с осью вращения Земли, оси ξ
1

и ξ
2

взаимно пер-
пендикулярны, находятся в экваториальной плоскости Земли и направлены
на неподвижные звезды. 

Через Oη обозначим гринвичскую систему координат, ось η3
которой сов-

падает с осью ξ3
, а ось η

1
лежит в плоскости нулевого гринвичского меридиана.

Ось η2
дополняет трехгранник Oη до правой тройки. 

Обозначим через M приведенную чувствительную массу БИНС и
свяжем с ней географическую систему координат Мx, первая ось кото-
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рой направлена на Восток, вторая на Север, а третья вдоль местной
вертикали. 

Через Мz обозначим приборную систему координат, оси которой направ-
лены вдоль осей чувствительности БИНС (осей чувствительности гироско-
пов). Трехгранник Мz построен таким образом, что при нулевых значениях
углов курса, крена и тангажа одноименные оси трехгранников Мx и Мz совпа-
дают. 

Введем географические координаты точки M. Долготу λ определим как
угол между меридиональной полуплоскостью, проходящей через точку M, и
полуплоскостью нулевого гринвичского меридиана. Географической широтойϕ
назовем угол между нормалью к поверхности модельного эллипсоида Земли,
проведенной через точку M, и плоскостью экватора η1η2. Высоту h введем как
расстояние от точки на поверхности модельного эллипсоида, через которую
проходит нормаль, до точки M.

Через V
x

= (V
1
V

2
V

3
)T обозначим вектор относительной (относительно грин-

вичской системы координат Oη) скорости точки M. Обозначим через
Ωx

= (Ω
1
Ω

2
Ω

3
)T вектор относительной (относительно гринвичской системы

координат Oη) угловой скорости географической системы Ox в проекциях на
собственные оси. Через ω

z
обозначим вектор абсолютной угловой скорости

приборной системы Oz в проекциях на собственные оси. Вектор ω
z
измеряется

гироскопами. 
Поскольку на практике гироскопы являются интегрирующими датчиками

и измеряют не саму угловую скорость, а интеграл от угловой скорости за такт
опроса, введем вектор показаний гироскопов и обозначим через q.

Введем углы ориентации объекта. У глом курса ψ называется угол между
направлением на Север (осью x2

) и проекцией оси z
2

на плоскость x
1
x

2
. Усло-

вимся отсчитывать угол курса от оси x2
против часовой стрелки. Углом тангажа ϑ

назовем угол между осью z1
и плоскостью x

1
x

2
. Углом крена γ назовем угол

поворота плоскости z2
z

3
вокруг оси z

2
. Матрицу ориентации приборной

системы Mz относительно географической Mx обозначим через L. 
Вектор угловой скорости вращения Земли в проекциях на оси географи-

ческой системы Ox будем обозначать u
x
. 

Большую полу ось модельного эллипсоида Земли обозначим через a,
через e — его эксцентриситет. Для долготного и широтного радиусов кривизны
модельного эллипсоида Земли введем обозначения, соответственно, R

E
и R

N
.

2. Задача моделирования показаний идеальных гироскопов

Рассмотрим интервал времени [ T
0
, T

N
]. Предположим, что в нашем рас-

поряжении имеется дискретная информация о координатах объекта и углах
его ориентации: ψ(Tj

), ϑ(T
j
), γ(T

j
), ϕ(T

j
), λ(T

j
), h(T

j
).

Обозначим через ΔT = T
j+1

– T
j 
(при j = 0, ..., N – 1) шаг по времени исход-

ной информации. Обозначим через Δt = t
i+1

– t
i
= ΔT/K длину каждого интер-
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вала, на котором требуется определять показания гироскопов. Здесь K – целое
число и i = 0, … , KN — 1. Введем обозначение n = KN. 

Тогда можно написать, что T
j
= t

jK
при j = 0, ..., N, причем отрезки времени

[T0
, T

N
] и [t

0
, t

N
] совпадают.

Задача распадается на два этапа. На первом этапе требуется сформировать
опорную траекторию, координаты, скорости и углы ориентации которой будут
взаимно согласованными. При этом координаты и углы ориентации должны
быть непрерывными функциями времени и иметь непрерывные производные.
На втором этапе требуется вычислить показания гироскопов как интегралы от
абсолютной угловой скорости приборной системы Mz.

Рассмотрим формирование опорной траектории. Осуществим линейную
интерполяцию для координат объекта и углов его ориентации:

(1)

где G — координата, либо угол ориентации, т . е. G — любая из величин
{ψ, ϑ, γ, ϕ, λ, h}, k = 0, ..., K – 1, j = 0, ..., N – 1. Таким образом, в нашем распо-
ряжении имеется набор значений координат и углов ориентации ψ(tj

), ϑ(t
j
),

γ(tj
), ϕ(t

j
), λ(t

j
), h(t

j
) , где i = 0, ..., n.

Осуществим сглаживание указанных реализаций при помощи кубических
сплайнов. Вначале опишем процедуру сглаживания произвольной функции
f(t) на отрезке времени [ t0

, t
n
] по известным значениям функции f(t

i
) при

i = 0, ..., n. Разобьем отрезок времени [t0
, t

N
] на l отрезков равной длины. Тогда

n/l = p — количество моментов времени t
i
в каждом отрезке. Для каждого от-

резка [t
mp

, t
(m+1)p

], m = 0, ..., l – 1 введем безразмерное время τ:

(2)

Введем базисные функции:

(3)

На каждом отрезке времени [ t
mp

, t
(m+1)p

], m = 0, ..., l – 1 будем приближать
функцию f(t) базисными функциями с коэффициентами соответственно
c

m
, c

m+1
, c

m+2
, c

m+3
:

(4)

где τ = τ(t) определяется по формуле (2). 
Для каждого интервала [ t

mp
, t

(m+1)p
] по точкам t

i
, находящимся в этом

интервале, методом наименьших квадратов определяется набор коэффициен-
тов cm

, c
m+1

, c
m+2

, c
m+3: 

49
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(5)

При разбиении интервала [t
0
, t

n
] на l отрезков для приближения функции

f(t) используется l + 3 коэффициента. Для отыскания неизвестных коэффици-
ентов имеется система из NK + 1 уравнений (5). Следу ет обратить внимание
на то, что на интервале [ t(m+1)p

, t
(m+2)p

] появляется только один новый коэффи-
циент  , тогда как остальные коэффициенты остаются с предыдущего интервала
[t

mp
, t

(m+1)p
] [2]. 

Указанная процедура сглаживания обеспечивает непрерывность как
самой построенной функции f(t), так и ее первых двух производных во всех
точках отрезка [t0

, t
n
].

Применим процедуру сглаживания кубическими сплайнами для дискрет-
ных реализаций ψ(tj

), ϑ(t
j
), γ(t

j
), ϕ(t

j
), λ(t

j
), h(t

j
). Для коэффициентов построен-

ных сплайнов используются двойные индексы , где G∈{ψ, ϑ, ϕ, λ, h},
k = 0, ..., l + 2.

Соответственно, на каждом интервале [t
mp

, t
(m+1)p

] имеем:

(6)

и безразмерное время τ определяется соотношением (2).

Замечание. Количество (l + 3) коэффициентов для каждого G опреде-
ляется опытным путем и зависит от характера движения и времени моделиро-
вания. Построенные приближения (6) должны с приемлемой точностью
соответствовать телеметрическим данным, что определяется характером дви-
жения объекта и длиной рассматриваемого интервала времени. Не исключен
также вариант задания для разных координат и углов ориентации не одинако-
вого количества соответствующих коэффициентов .

Запишем выражения для определения горизонтальных компонент V1
,V

2

вектора относительной скорости точки M [1]:

(7)

Радиусы кривизны R
E

и R
N

в свою очередь выражаются через географиче-
скую широту ϕ и параметры эллипсоида Земли по формулам [1]:

(8)

Для того чтобы получить компоненты вектора скорости по формуле (7),
необходимо вычислить производные и . Выражения для производных имеют вид:
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(9)

где производные базисных функций вычисляются по формулам

(10)

Таким образом, согласованная опорная траектория построена. 

Замечание. Для полного задания траектории следовало бы вычислить и
вертикальную компоненту V

3
относительной скорости точки M из соотноше-

ния , предварительно вычислив производную по аналогии с (9), но,
как следует из приводимых ниже соотношений, для вычисления показаний
гироскопов в этом нет необходимости.

Теперь рассмотрим задачу имитации показаний гироскопов.
Итак, в нашем распоряжении на отрезке времени [t0

, t
n
] имеются следую-

щие непрерывные функции: ψ(t), ϑ(t), γ(t), ϕ(t), λ(t), h(t). Эти функции имеют
непрерывные производные в каждой точке указанного отрезка. Т ребуется
определить показания гироскопов как интегралы от компонент вектора абсо-
лютной угловой скорости приборной системы Mz на каждом интервале вре-
мени [ti 

, t
i+1

], где i =0, ..., n – 1.
Абсолютная угловая скорость приборной системы ω

z
складывается из

угловой скорости объекта относительно географической системы координат,
угловой скорости вращения географической системы координат относительно
Земли и угловой скорости вращения Земли. Таким образом, вектор абсолют-
ной угловой скорости приборной системы координат Mz в проекциях на собст-
венные оси определяется по формуле:

(11)

Замечания
– углы ориентации ψ, ϑ, γ имеют особенность при ϑ = ±π/2. Это обстоя-

тельство следует учитывать при использовании формулы (11): корректное
моделирование возможно на траекториях, не содержащих указанных особых точек. 

– углы ψ, γ, зарегистрированные по данным телеметрии, имеют скачки
при переходах через границы диапазонов изменения ±π, тогда как процедура
построения опорной траектории должна приводить к гладким зависимостям
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параметров движения от времени. Для этого углы ψ, γ, зарегистрированные по
данным телеметрии, доопределены по непрерывности и лишь после этого к
ним должен применяться описанный алгоритм. 

Производные углов ориентации могут быть получены аналогично про-
изводным географических координат (8):

(12)

Здесь t ∈ [t
mp

, t
(m+1)p

], k = 0, ..., l – 1, а производные базисных функций
вычисляются по формулам (10).

Элементы матрицы ориентации L приборной системы Mz относительно
географической Mx выражаются через углы ориентации следующим образом [1]:

(13)

Компоненты относительной угловой скорости Ω
x

географической
системы Mx выражаются через координаты и относительные скорости [1]:

(14)

Компоненты вектора угловой скорости вращения Земли u
x

в проекциях
на оси географической системы имеют вид:

(15)

Таким образом, все величины, входящие в соотношение (11), опре-
делены и  вектор измерений гироскопов q на интервале времени
[ti

, t
i+1

], где i =0, ..., n – 1 может быть найден как интеграл:

(16)

Данный интеграл не сводится к элементарным функциям, поэтому для
его вычисления используется численный метод интегрирования. Разобьем ин-
тервал времени [t

i
, t

i+1
] на m равных отрезков, где . Длину каждого отрезка

обозначим через Δτ = Δt/m, а каждую узловую точку через τ
k

= t
i
+ kΔτ.

При вычислении интеграла численным методом он заменяется интеграль-
ной суммой вида

(17)
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Величины зависят от метода численного интегрирования. Например, 
для метода парабол, использованного в работе: 

Выбор величины m обусловлен уровнем точности, с которой требу ется
вычислять показания скопов q. Например, при Δτ = 10–6 с, что на три порядка
меньше характерных величин тактов опроса гироскопов, показания гироско-
пов вычисляются практически точно. 

Таким образом, задача определения точных показаний гироскопов решена. 

3. Проверка алгоритма формирования  сигналов гироскопов

Для проверки правильности полученного способа моделирования сигна-
лов гироскопов естественно провести сравнение результатов с некоторым эта-
лоном. В качестве такого эталона может служить простое движение, для
которого сигналы могут быть получены аналитически. 

В качестве движения, допу скающего аналитическое описание,
можно выбрать вибрационное движение, описанное в работе [4]. При
таком движении ориентация приборной системы Mz задается последо-
вательностью поворотов:

(18)

где над стрелкой указана величина угла, а под стрелкой номер оси, вокруг ко-
торой совершается поворот. Здесь β — амплитуда вибрации, а величина ωυ

условно может быть названа угловой скоростью вибрации. Величины β и ωυ

будем считать постоянными.
При таком движении в линейном приближении оси z1

и z
2

совершают
плоские колебания, а ось z3

описывает коническую поверхность вокруг оси x
3
.

Запишем выражение для матрицы L ориентации приборной системы Mz
относительно географической системы Mx, для краткости переобозначив
ωv(t – t

0
) = αv:

(19)



Из выражения (13) следует, что угол курса ψ вычисляется через элементы l
ij

по формуле

(20)

откуда видно, что для малых углов β угол курса ψ также будет малым.
Вектор абсолютной угловой скорости ω

z
вращения приборной системы

Oz, вызванного вибрацией, вычисляется как векторная сумма угловых скоро-
стей каждого из трех поворотов. В результате получится: 

(21)

Показания гироскопов на каждом интервале времени вычисляются по
формуле (15). Запишем численное решение уравнения Пуассона для опреде-
ления ориентации объекта в кватернионной форме:

(22)

Здесь A
i
, A

i+1
— кватернионы ориентации объекта соответственно в

моменты времени t
i
и t

i+1
, Λ

i
— кватернион поворота объекта за интервал вре-

мени [t
i,

t
i+1

]. В начальный момент времени t
0

кватернион ориентации единич-
ный: A0

= (1 0 0 0). Элементы кватерниона поворота Λ выражается через вектор
конечного поворота ϕ

z
= (ϕ

1
ϕ

2
ϕ

3
)T по формуле:

(23)

Предположим, что параметры ориентации объекта требуется вычислять с
шагом по времени Δt', а измерения гироскопов поступают с шагом по времени Δt,
причем, Δt'/Δt = k есть целое число тактов Δt, укладывающихся в такт Δt'.

Обозначим, через q
i
, i = 1, ..., k вектор измерений гироскопов на i-м такте Δt внутри

интервала длины Δt'. В настоящее время разработано множество различных алгоритмов
вычисления вектора конечного поворота ϕ

z
приборной системы за интервал времени

Δt' по k измерениям гироскопов q
i
. Эти алгоритмы отличаются количеством шагов k,

порядком аппроксимации и видом формулы вычисления вектора ϕ
z
.

В работе [4] рассматривались три таких алгоритма [3]. Для них были про-
ведены оценки точности на вышеописанном коническом движении. Оценки
строились на основе аналитического выражения угловой скорости (21) и вы-
численным по ней показаниям гироскопов (16). 

Это позволяет провести сравнение результатов, полученных в [4], с результатами,
приводимыми в данной работе: оценки точности вычисления параметров ориентации
по показаниям гироскопов (21,16) должны соответствовать аналогичным оценкам, по-
лученным по показаниям гироскопов, вычисленным по методу, предлагаемому в
этой статье. 
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Приведем формулы для вычисления вектора конечного поворота. 
Одношаговый алгоритм (k = 1). Вектор поворота ϕ

z
просто представляет

собой вектор измерений гироскопов:

(24)ϕ
z 

= q
1

Двухшаговый алгоритм (k = 2). Вектор поворота ϕ
z
вычисляется следующим

образом через измерения гироскопов q1
и q

2
:

(25)

Четырехшаговый алгоритм (k = 4). Вектор поворота ϕ
z
вычисляется через

измерения гироскопов

(26)

Для каждого исследу емого алгоритма вычислим соответствующий ему
кватернион поворота Λ и, по формуле (22), кватернион ориентации A. Мат-
рица ориентации L выражается через элементы a

i
(i = 0, …, 3) кватерниона A

следующим образом:

(27)

Используя полученную матрицу ориентации, вычислим угол курса ψ', как
и ранее, через элементы матрицы ориентации L':

(28)

По разности Δψ = Δψ – ψ' точного курса (20) с вычисленным можно
судить о точностных характеристиках метода интегрирования [4].

В [4] подробно изложен подход к изучению и сравнительному анализу раз-
личных многошаговых методов на у стойчивость к вибрационных воздей-
ствиям.

Проведем здесь аналогичные вычисления.
Рассмотрим интервал времени T = 1 ч. Возьмем значения величин:

ωv = 20π рад/с, β = 10-3 рад, Δt = 0,01 с.
Произведем нормировку погрешности вычисления курса:

(29)
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δψ
1

δψ2

Одношаговый алгоритм 0,645107 0,0639801

Двушаговый алгоритм 0,0049565 0,0068436

Четырехшаговый алгоритм 0,0006967 0,0033422

Обозначим через δψ
1

величину δψ, полученную по методу [4], через δψ
2

—
вычисленную приведенным здесь способом. Резуль тат моделирования пред-
ставим в таблице 1.

Таблица 1. Сравнительный анализ величин δψ, полученных двумя методами

Из приведенной таблицы следу ет, что ориентация, вычисленная по сиг-
налам гироскопов, полученным аналитически, фактически совпадает с ори-
ентацией, вычисленной по сигналам, построенным с помощью метода,
изложенного в данной статье.

Отличие в третьем знаке обусловлено погрешностью предложенного ме-
тода построения гладкой траектории. 

Однако следует иметь в виду, что для моделирования использовалось дви-
жение с характерной частотой 10 Г ц и продолжительным временем (1 час),
тогда как характерные частоты движений объектов-носителей БИНС обычно
не превышают единиц герц. Поскольку для таких, значительно более медлен-
ных движений погрешности метода формирования гладкой траектории  суще-
ственно уменьшаются, полученный результат можно рассматривать как своего
рода оценку работоспособности метода в жестких условиях и говорить об эф-
фективности приведенных алгоритмов.

5. Пример моделирования алгоритма определения ориентации 
на реальной траектории

Для анализа точности определения ориентации на реальной траектории
целесообразно выделить фрагмент с интенсивным угловым маневрированием.
На этом фрагменте должна быть большая по модулю угловая скорость
объекта-носителя БИНС, а вектор угловой скорости должен значительно из-
меняться по направлению. Именно при таких у словиях появляются макси-
мальные погрешности численных методов интегрирования уравнений
Пуассона. 

В качестве примера для моделирования был выбран фрагмент траектории
полета самолета Су-35. На рис. 1 представлена зависимость углов ориентации
от времени. Углы доопределены по непрерывности, чем и объясняется диапа-
зон изменения угла крена 0 / 1080 град. 

Из данных графиков следу ет, что на выделенном фрагменте траектории
происходит интенсивное угловое маневрирование с угловыми скоростями до
80°/с. Угловые ускорения достигают величин порядка 100°/с2. 
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Рис. 1. Зависимость углов ориентации от времени

На рис. 2 представлены зависимости проекций вектора угловой скорости
на связанные оси от времени. 

Рис. 2. Зависимость проекций угловой скорости на связанные оси от времени 
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На рис. 3 представлены погрешности определения углов ориентации от
времени, полученные для простейшего одношагового алгоритма ориентации.

Рис. 3. Погрешности ориентации для одношагового алгоритма

Из полученных графиков следует, что для данного 100 Гц такта получения
информации от гироскопов погрешности одношагового алгоритма достаточно
велики. Порядок величины погрешности при совершении интенсивного уг-
лового маневра составляет 1 ″, что существенно, поскольку при совершении
многократных маневров погрешность накапливается.

Построение аналогичных графиков погрешностей для двухшагового и че-
тырехшагового алгоритмов показывает, что характер накопления погрешно-
стей остается таким же, однако их величины имеют порядок 10–4 угл. сек. Эта
погрешность, очевидно, может считаться пренебрежимо малой. 
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6. Заключение

В работе представлен алгоритм точной имитации показаний гироскопов
в составе бескарданной инерциальной навигационной системы. На вход в
алгоритм поступают телеметрические данные о движении объекта, которые
представляют собой координаты и углы ориентации объекта, зарегистриро-
ванные с некоторой частотой.

На первом этапе работы алгоритма формиру ется гладкая опорная траек-
тория, соответствующая телеметрическим данным, для которой координаты,
скорости и углы ориентации объекта являются взаимно согласованными. 

На втором этапе с высокой точностью вычисляются показания гироско-
пов для опорной траектории. Представленный алгоритм протестирован на
движении типа конической вибрации. Полученные резуль таты практически
совпадают с аналогичными резуль татами, полученными ранее другим мето-
дом, что подтверждает эффективность использования описанного в работе
алгоритма.

Приведен пример вычисления погрешностей ориентации для фрагмента
реальной траектории. Показано, что при частоте получения информации с
гироскопов 100 Гц погрешности определения ориентации с помощью простей-
шего одношагового метода достаточно велики, тогда как использование мно-
гошаговых методов приводит к пренебрежимо малым погрешностям.

Разработанный подход к формированию траекторий и сигналов датчиков
может использоваться для построения телеметрических имитаторов движения. 
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МЕТОД МОМЕНТОВ В ЗАДАЧЕ ОЦЕНКИ СООТВЕТСТВИЯ
ТРЕБОВАНИЯМ К БЕЗОПАСНОСТИ САМОЛЕТОВ 

ПРИ АВТОМАТИЧЕСКОЙ ПОСАДКЕ 

Л. Н. АЛЕКСАНДРОВСКАЯ, д. т. н., профессор, 
А. Е. АРДАЛИОНОВА, В. Г. БОРИСОВ, В. Н. МАЗУР, к. т. н., С. В. ХЛГАТЯН, к. т. н.
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Проблема оценки высоких вероятностей выполнения требований к характеристикам дви-
жения самолета при его автоматической посадке по III категории до сих пор является мало из-
ученной в теоретическом плане, а на практике возможные методы решения не регламентированы
в нормативной документации. В связи с этим ряд работ авторов статьи был посвящен атте-
стации известных методов, а также разработке их оригинальных модификаций, позволивших
решить данную проблему. Характерным при этом является то, что решение не может быть по-
лучено каким-либо одним универсальным методом, а требует логического перебора методов от
наиболее простого к наиболее сложному в зависимости от типа самолета и закона распределения
вероятностей исследуемых характеристик. В работе приведены результаты исследования
оценки сверхмалых рисков простейшим классическим методом моментов и его модификациями.
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Assessment of high probabilities of meeting the aircraft’s motion characteristics performance standards
on III category landing is still a poorly known issue in theory, and all solution methods avaliable in practice
are not covered by the standard documentation. Therefore a number of authors’artiicles was dedicated to
evaluation of known methods and development of modifications for the original methods that allowed to
solve this issue. What’s distinctive is that the solution cannot be found by any single universal method alone.
It is nessesary to make a logical enumeration of available methods from the easiest to the hardest depending
on the aircraft type and the law of probability distribution in examined characteristics. This work presents
results of the super-low risks research using the easiest classical moment method and its modifications.

Ключевые слова: система автоматической посадки самолета, требования к безопасности,
аппроксимация плотности вероятности, прогнозирование ненаблюдаемых характеристик

Keywords: automatic aircraft landing system, safety requirements, probability density approxima-
tion, unobserved performance forecasting.
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В работе [1] рассмотрен метод «проходит – не проходит», единственный
регламентированный в нормативной документации непараметрический метод
оценки вероятности выполнения требований к характеристикам, определяю-
щим безопасность автоматической посадки самолета,  и показана трудность
его применения даже на этапе математического моделирования вследствие
требуемого большого объема выборок.

Простейшим параметрическим методом, привлекшим внимание авторов,
является метод моментов, заключающийся в выборе типа распределения и
определении его параметров приравниванием теоретических и эмпирических
моментов. Основная привлекательность такого подхода заключается в ста-
бильности эмпирических моментов при больших объемах статистического мо-
делирования n и возможность, тем самым, прогнозирования любых, сколь
угодно высоких вероятностей выполнения требований. Таблица 1 иллюстри-
рует такую стабильность на примере дальности касания основных стоек шасси
самолета взлетно-посадочной полосы при его посадке.

Таблица 1. Основные статистические характеристики функции распределения

Семейство распределений Пирсона и Джонсона можно оценивать как
обобщение метода моментов, при которых, помимо параметров распределе-
ний, определяется в зависимости от значений показателей асимметрии β1

и
эксцесса β2

и тип распределения. При этом в семейство распределений Пир-
сона как частные случаи входят все типовые распределения [3, 4]:

• I и II типы — β-распределение;
• III тип — γ-распределение;
• IV тип — специальное распределение, редко используемое в практике;
• V тип — обратное γ-распределение с теми же параметрами, что и лога-

рифмически нормальное распределение;
• VI тип — обратное β-распределение;
• VII тип — t-распределение Стьюдента (частный случай — нормальное 

распределение).
Семейство распределений Джонсона представляет собой три типа пре-

образований в зависимости от показателей асимметрии β1
и эксцесса β

2
произвольного

распределения в стандартное нормальное распределение (m = 0; σ= 1). Все три типа
представляют собой различные логарифмические преобразования [3, 5].

Объем выборки n Мат. ожидание m, м
Среднеквадр. 
отклонение

σ, м
Ассиметрия β

1
Эксцесс β

2

300000 400,713 40,374 0,02 4,72

600000 400,72 40,317 0,02 4,72

1000000 400,689 40,339 0,022 4,65
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Рассмотрим возможность применения этих классических аппроксимаций
к оценке сверхмалых рисков при автоматической посадке самолета Ан-148 по
IIIА категории. 

В таблице 2 приведены требования к характеристикам посадки, опреде-
ляющим ее безопасность.

Таблица 2. Требования к характеристикам посадки

В таблица 3 приведены значения математического ожидания m, среднек-
вадратического отклонения σ, показателей асимметрии β1

и эксцесса β
2
, по-

лученные по выборке объемом n = 300000 реализаций статистического
моделирования автоматической посадки самолета.

Таблица 3. Статистические характеристики, полученные в результате 

статистического моделирования автоматической посадки самолета

Анализ углов крена, сноса и бокового отклонения показал возможность
описания их законов распределения VII типом семейства распределений
Пирсона (распределением Стьюдента):

с параметрами ;

Cтатистич. 
хар-ки

Хар-ки
посадки

m σ β
1

β
2

Дальность касания 400,713 м 40,374 м 0,02 4,72

Вертикальная скорость
при касании

1,198 м/с 0,265 м/с 0,863 5,213

Угол крена –0,002° 0,6997° 0,000081 3,796

Угол сноса 0,001° 0,823° 0,000004 3,642

Боковое отклонение 0,002 м 1,106 м 0,000049 4,144

Характеристики посадки Допуск на характеристику Предельно допустимый риск

Дальность касания 60 ÷ 823 м 10–6

Вертикальная скорость при
касании

|–3,5| м/с 10–6

Угол крена ±7° 10–8

Угол сноса ±9° 10–6

Боковое отклонение ±21 м 10–6
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Стандартная форма распределения Стьюдента имеет вид:

откуда ν = 2q – 1 с округлением до ближайшего целого числа.

Приравнивая переменные распределений Пирсона и Стьюдента, получим:

Табличные значения квантилей распределения Пирсона t
p

ограничены
вероятностью р = 0,99999. Для больших значений р можно использовать при-
ближенную формулу Корниша − Фишера 

где U
p
— квантиль стандартного нормального распределения (для р = 0,999999

U
p
= 4,75; для р = 0,99999999 U

p
= 5,6).

Пример

Для анализа точности аппроксимации формулы Корниша − Фишера произведем расчет

для р = 0,99999; ν =12 и сравним с имеющимся табличным значением: t
p

= 6,57; t
табл

= 6,6 (с

точностью до дискретности таблиц [6]).

Таким образом, аппроксимация имеет высокую точность.

В таблице 4 приведены результаты расчетов прогнозных оценок x (x
1

– для
вероятности 0,999999; x2

– для вероятности 0,99999999) характеристик посадки. 

Таблица 4. Параметры распределения Пирсона и прогнозные оценки характеристик посадки 

Для оценки точности аппроксимации приведем максимальные значения
исследуемых параметров xmax

и их верхние 95% доверительные границы x
B
, по-

лученные при нормальной аппроксимации [6] при объеме выборок n = 106

(таблица 5).

Характеристики
посадки

Параметры распределения Пирсона Прогнозные оценки

q l ν x
1

x
2

Угол крена 6,25 3,09σ 12 8,08 11,55 ±5,05° ±7,2°

Угол сноса 7,2 2,77σ 13 7,76 – ±4,64° –

Боковое
отклонение

5,13 2,98σ 9 7,9 – ±8,73° –
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Таблица 5. Результаты оценки точности аппроксимации 

На рисунках 1-3 приведены теоретические и эмпирические законы рас-
пределения соответствующих характеристик, показывающие значительную
«переоценку» аппроксимирующих функций, что обеспечивает гарантию про-
веденных оценок соответствия предъявляемым требованиям к безопасности
автоматической посадки.

Вертикальная скорость самолета в момент касания взлетно-посадочной
полосы существенно несимметрична. Ее параметры близки к параметрам ло-
гарифмически нормального распределения (тип SL

семейства Джонсона):

где Z — стандартная нормально распределенная случайная величина

Параметры распределения Джонсона определяются из условий:

В свою очередь: 

откуда получим

При условии Z = 4,75 для р = 0,999999 и = 0,22; xmax
= 3,42 м/с.

При n = 106 экспериментальное значение x
max

= 3,48 м/с.
Более точной аппроксимацией закона распределения вертикальной ско-

рости является тип S
U

распределения Джонсона:

Характеристика
посадки

x
max

x
В

x
оценки

Угол крена 4,8 5,0 5,05

Угол сноса 4,5 4,7 4,64

Боковое отклонение 8,1 8,7 8,73
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где параметры γ и η определяются в зависимости от и по таблицам [5],

а , причем параметры сдвига и масштаба μ и λ отличны от m и σ.

С точностью до дискретности таблиц имеем γ = —0,882; η = 2,038. Отсюда
аналогично предыдущему расчету получим:

где 

откуда λ = 0,334; μ = 0,85.

Для Z получим x = 3,48 м/с, т. е. имеем полное совпадение с эксперимен-
тальным значением. 

Таким образом, результаты, полученные как SL
, так и S

U
аппроксимацией,

практически совпали.

В заключение попытаемся применить классические методы к аппрок-си-
мации дальности касания. Не приводя выкладок, аналогичных предыдущим,
получим следующие результаты. Пренебрегая асимметрией дальности и при-
меняя аппроксимацию VII типом семейства Пирсона, получаем значительную
«недооценку» максимальной дальности (Dmax

= 762 м), а, используя S
U

распре-
деление Джонсона, — значительную «переоценку» (Dmax

= 887 м) по сравнению
экспериментальными данными при n = 106 (Dmax

= 815 м).
Поэтому аппроксимация закона распределения дальности касания

требует дополнительного исследования.
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Рис. 1. Теоретический и эмпирический законы распределения угла крена

Рис. 2. Теоретический и эмпирический законы распределения угла сноса

Рис. 3. Теоретический и эмпирический законы распределения бокового отклонения
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НОВЫЕ МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ МАЛЫХ РИСКОВ
В ЗАДАЧАХ ОЦЕНКИ СООТВЕТСТВИЯ 

ТРЕБОВАНИЯМ К БЕЗОПАСНОСТИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОЙ ПОСАДКИ САМОЛЕТОВ 

Л. Н. АЛЕКСАНДРОВСКАЯ, д. т. н., профессор,
А. Е. АРДАЛИОНОВА, В. Г. БОРИСОВ, В. Н. МАЗУР, к. т. н., С. В. ХЛГАТЯН, к. т. н.

ОАО «Московский институт электромеханики и автоматики»

Оценивание сверхмалых значений рисков (10 -5 ÷ 10-8) является сравнительно новой задачей
математической статистики, появившейся с возникновением и развитием новой теоретической
дисциплины - вероятностного анализа безопасности. Анализ классических трудов по матема-
тической статистике (Крамер, Кендал, Стьюарт, Уилкс, Пирсон, Джонсон, Колмогоров и др.)
показал, что все известные методы анализа эмпирических законов распределения вероятностей
оперируют с выборками объектов в несколько сотен и применимы для анализа долей распределений
в интервале 0,01 ÷ 0,99. Ниже рассматриваются особенности, возникающие при работе с боль-
шими объемами выборок (n =100 000 ÷ 1 000 000), полученных при статистическом моделирова-
нии задач оценки безопасности автоматической посадки самолетов по III категории ИКА О, и
выдаются рекомендации по обоснованию необходимых объемов статистических испытаний и
построению процедур оценивания вероятностных показателей безопасности.

№6, 2013 год                

Evaluation of ultra-small values of risks (10 -5 ÷ 10-8) is rather a new problem in mathematical sta-
tistics which has appeared with the occurrence and development of a new theoretical discipline — the prob-
abilistic safety analysis (PSA). The study of classical works on the mathematical statistics (Kramer, Kendal,
Stuart, Wilks, Pirson, Johnson, Kolmogorov, etc.) has shown, that all known methods of proba-bilities dis-
tribution empirical laws analysis are operating with some hundreds of objects samplings and are applicable
to analyse distributions shares in 0,01 ÷ 0,99 interval. The article considers the specifics, arising when
operating on large volumes of samplings (n = 100 000 ÷ 1 000 000), obtained during the statistical modeling
of aircraft ICAO Cat. III automatic landing safety estimation problems and gives out recommendations on
the reasoning of the necessary statistical tests volumes and safety probability measures estimation procedures
design.

Ключевые слова: система автоматической посадки самолета, требования к безопасности,
аппроксимация закона распределения вероятностей.

Key words: aircraft of automatic landing system, safety requirements, approximation of the proba-
bility distribution law.
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При сертификации систем автоматической посадки требу ется оценка
уровня безопасности автоматического приземления самолета по критерию
точности автоматического управления. Эта задача может быть решена, если
выполнены требования к точностным характеристикам режима автоматиче-
ской посадки по вероятности недопустимых ошибок управления.

Должно быть показано, что характеристики приземления таковы, что
выход за пределы любого из ограничений, приведенных в таблице 1, является
событием маловероятным, если переменные факторы подчиняются ожидае-
мым для них законам распределения, а также в тех случаях, когда один из них
принимает предельно допустимое значение, в то время как остальные подчи-
няются заданным законам распределения.

Таблица 1. Требования к предельно допустимым характеристикам систем 

автоматической посадки ряда магистральных самолетов

Требования должны быть подтверждены с заданной доверительной веро-
ятностью γ. В математической постановке задача подтверждения требований
в такой вероятностной форме сводится к задаче построения толерантного ин-
тервала [1]

где f(x) — плотность распределения вероятностей исследуемой характеристики.

Различают параметрические и непараметрические толерантные интер-
валы. Непараметрический толерантный интервал, не зависящий от закона рас-
пределения, получают при выборе A = X(r)

; B = X
(s)

, где X
(r)

, X
(s)

— порядковые
статистики.

На непараметрическом толерантном интервале основан так называемый
метод «проходит — не проходит».

Отсутствие информации о виде закона распределения приводит к необхо-
димости моделирования больших объемов испытаний.

Учитывая, что при отработке законов управления приходится делать не-
сколько десятков итераций, даже при возможностях современной вычисли-

Характеристики 

Дальность 
касания 

поверхности
ВПП

Боковое 
отклонение от
осевой линии

ВПП

Вертикальная
скорость 

(по модулю)

Угол тан-
гажа

Угол крена
Угол

скольжения

Вероятности 
превышения 

1 – R
зад

(в среднем)

10-6 10-6 10-6 10-6 10-8 10-6

Вероятности 
превышения 

1 – R
зад

(в предельном)

10-5 10-5 10-5 10-5 10-7 10-5
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тельной техники реализовать такой объем математического моделирования за-
труднительно. Необходимо создание математического аппарата для экспресс-
анализа с использованием более «экономного» параметрического
толерантного интервала. Действительно, при известном виде плотности рас-
пределения вероятности f(x) на основе статистического моделирования доста-
точно определить оценки математического ожидания m и дисперсии σ2,
которые, как показала практика моделирования, уже при n = 30000 практиче-
ски не имеют статистического разброса. Тогда A = m + kσ; B = m – kσ, где кван-
тиль k = k(Rзад

) — зависит от вида распределения.

Зная вид и параметры закона распределения исследуемой характеристики,
нетрудно осуществить экстраполяцию на ненаблюдаемые хвосты распределе-
ний. Однако на практике неизвестными являются не только моменты, но и
сам вид закона распределения. 

Подбор теоретического вида закона распределения по эксперименталь-
ным данным является наиболее сложной задачей математической статистики.
Наиболее известны методы, основанные на использовании семейств распре-
делений Пирсона (P earson K.), Джонсона (Johnson N. L.) и некоторых
рядов [2, 3]. Как показали исследования Крамара (Cramer H.) [2], применение
рядов для описания «хвостов» распределений нецелесообразно, т . к. может
привести к получению отрицательных вероятностей.

Построение распределений из семейств Пирсона и Джонсона основано
на использовании первых четырех моментов и позволяет получить соответ-
ствующие плотности вероятностей, при этом последующее интегрирование,
необходимое для определения толерантного интервала, связано с некоторыми
вычислительными трудностями.

Естественно возникает вопрос, нельзя ли подобрать аналитические зави-
симости сразу к закону распределения? Такой подход был разработан Бёрром
(Burr I. W.) и Хатке (Hatke M. A.) и основан на приравнивании кумулятивных
моментов теоретическим значениям, выраженных в терминах параметров рас-
пределений [3]. Метод достаточно сложен и не нашел практического приме-
нения. Другой метод «подгонки» аналитических зависимостей под
экспериментальные данные, разработанный Сичелом (Sichel H. S.) и состоя-
щий в приравнивании теоретических и эмпирических вероятностных момен-
тов, также не нашел широкого применения.

Все перечисленные методы позволяют аппроксимировать эксперимен-
тальные данные такими математическими выражениями, которые распростра-
няются на ненаблюдаемые значения случайных величин. Возможен и другой
подход, при котором «подгонка» осуществляется только в том интервале, где
расположены результаты измерений, при этом используются некоторые «усе-
ченные» распределения.

В статье проведено исследование трех возможных подходов к решению
задачи аппроксимации эмпирических законов распределения вероятностей
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характеристик автоматической посадки самолетов:
– использование распределения Парето, описывающего распределение

вероятности случайных величин больших (меньших) некоторого значения;
– использование смеси распределений;
– использование сплайн-аппроксимации.

Использование распределения Парето

Логическое обоснование данного подхода состоит в следующем:
1. Исходной информацией являются эмпирические функции распре-де-

лений. Функция нормального закона распределения в соответствующем мас-
штабе  представляет собой прямую линию (рис. 1–4). Поэтому на графиках
функций распределения исследуемых характеристик автоматической посадки
видны отклонения от нормальности в «хвостах» распределений (в отличие от
гистограмм плотностей распределения вероятностей). Анализ функций рас-
пределений применен также при моделировании автоматической посадки са-
молета Боинг 757/767 [4].

Рис. 1. Функция распределения 

дальности касания D
кас

(N = 2,3×106)

Рис. 2. Функция распределения вертикальной 

скорости (V
y
) на касании (N = 2,3×106)

Рис. 3. Функция распределения 

угла крена (γ) на касании (N = 2,3×106)

Рис. 4. Функция распределения бокового

отклонения (Z) на касании (N = 2,3×106)

1В дальнейшем для вычисления вероятности успешного приземления нас будет интересовать поведение функции распределения дальности на правом

конце («хвосте»). Для более детального графического рассмотрения так называемых «хвостов» желательно провести нелинейное растяжение вдоль оси ве-
роятности, т. е. отобразить интервал вероятностей (0,1) в интервал (- ,+ ). Операцию растяжения такого типа можно выполнить многими способами. Если
для операции растяжения выбрать функцию, обратную к стандартному нормальному распределению, тогда в случае, если эмпирическое распределение
соответствует нормальному распределению, график эмпирического распределения будет иметь прямолинейный вид.
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Из теории интерполяции известно, что чем меньше интервал интерполя-
ции, тем лучше совпадение с экспериментальными точками. Для решения за-
дачи экстраполяции на ненаблюдаемые «хвосты» распределений нас
интересует описание не всей функции распределения, а только начальной или
конечной ее части. Поэтому  выбор объема упорядоченной выборки, необхо-
димой для аппроксимации, нужно производить из у словия компромисса
между точностью статистических оценок моментов подбираемого теоретиче-
ского распределения и точностью интерполяции.

В качестве иллюстрации к предложенному подходу приведены результаты
аппроксимации правого «хвоста» функции распределения дальности касания
на основе состыковки нормального распределения с распределением
Парето [1, 5].

Распределение Парето описывает распределение случайной величины,
большей (меньшей) некоторого фиксированного значения C0

.

Распределение Парето имеет вид при x ≥ C
0
.

Оценкой методом моментов единственного параметра α является оценка

где оценка коэффициента вариации

а точность этой асимптотически нормальной оценки харак-

теризуется дисперсией [3] 

Степень у сечения равна где nyc
– число измерений

в исследуемой хвостовой части.

Согласование распределения Парето с усеченным исходным распределе-
нием производится по формуле .

Пример 1. Исследование одного из вариантов 
дальности касания самолета Ан-148

n
yc

= 141; С
0

= 730 м; n
выборки

= 300000; =763,44 м; S = 31,6 м; =25,2.

Степень усечения 

Расчетное значение х при xр
= 890 м;
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экспериментальное значение х
э

= 870 м. Таким образом, происходит некоторая
«переоценка» с Δ= 20 м дальности. Прогнозиру емое значение хпр

для
F = 0,999999 определяется по распределению Парето при значении  и состав-
ляет хпр

= 932 м или, с учетом поправки на «переоценку», х
пр

= 932 – 20 = 912 м.

Заметим, что для экстраполяции на ненаблюдаемый хвост распределения
выбор степени усечения должен производиться путем компромисса между точ-
ностью интерполяции (чем больше интервал интерполяции, тем меньше ее
точность) и точностью оценки, пропорциональной объему усечения.

Пример 2. Исследование влияния объема выборки

nyc
= 20; С

0
= 800 м; n

выборки
= 300000; =828,765 м; S = 22,87 м; =37,25.

x
р

= 867,96 м; х
э

= 869,9 м; х
пр

= 896,9 м.

Точность оценки V определяется доверительным интервалом [3]

и составляет при α = 0,05

т. е. уже при nyc
= 20 статистическим разбросом коэффициента вариации V, а

следовательно и параметра α, можно пренебречь. 

Помимо статистической погрешности при определении параметра α рас-
пределения Парето, на результат может также повлиять неточность определе-
ния вероятности, соответствующей точке у сечения. Для исследования этой
погрешности будем использовать метод определения доверительного интер-
вала на выборочный квантиль приведенный в [3]. 

Согласно этому подходу, выборочный квантиль оценкой которого яв-
ляется порядковая статистика, имеет асимптотически нормальное распреде-
ление, а для получения доверительного интервала предложена простая
процедура: от исследуемой порядковой статистики нужно отсчитать в ва-
риационном ряду влево и вправо округленное до целого числа

измерений, где — квантиль cтандартного нормального распределения;

γ — доверительная вероятность; — среднеквадратическое отклоне-
ние.

Пример 3

Для данных примера 1 проведем оценку точности определения
Fус

= 0,999527 при γ = 0,95. 



74

Московский институт электромеханики и автоматики

№6, 2013 год                

Тогда 

(вместо 0,9929).

Соответствующие расчетные значения дальности будут:
(вместо xр

= 890 м). Прогнозируемые на 0,999999 значения 
дальности будут: (вместо x

p
= 932 м).

При этом погрешность составляет ±6 м.

Пример 4

Для данных примера 2 соответственно получим: F
ус

= 0,99993;

Тогда 

(вместо 0,9525).

Соответствующие расчетные значения дальности будут:
(вместо xр

= 868 м). Прогнозируемые на 0,999999 значе-

ния дальности будут: (вместо xp
= 867 м).

Приведенный подход является упрощенным, т. к. учитывает только ниж-
нюю и верхнюю границы точки усечения и не учитывает изменений парамет-
ров распределения Парето, вызываемых смещением точки усечения.

Использование смеси распределений

Смеси распределений использовались в Японии, Западной Европе и
США в задачах подтверждения требований к безопасности вертикального эше-
лонирования самолетов [6, 7]. В [5] приведены результаты подбора параметров
смеси двух нормальных распределений в задаче подтверждения требований к
дальности посадки самолета Ил-96 по IIIА категории. При этом параметры
смеси подбирались комбинаторным методом из условия равенства эмпириче-
ских и теоретических моментов.

В настоящей статье приведен более общий метод подбора параметров
смеси из условия максимального совпадения эмпирического и теоретического
законов распределения вероятностей.
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В качестве параметрической аппроксимации используется смесь нор-

мальных законов распределения с параметрами 

нормальных законов {m
i
, σ

i
, q

i
} — математическими ожиданиями, среднеквад-

ратичными отклонениями и весовыми множителями (априорными вероятно-

стями) при , где K— число составляющих смеси, подбираемых

экспериментально. 

Параметрическая аппроксимация смесями распределений подбирается
путем минимизации функционала по методу наименьших квадратов разностей
эмпирической функции распределения и параметрической аппроксимации
функции распределения

при условии .

Наибольший интерес представляет поведение функции распределения на
одном «хвосте» и, в частности, на правом. Поэтому можно упростить задачу
исследования поведения функции распределения на правом «хвосте». Путем
проведения эксперимента для аппроксимации правого «хвоста» оказалось до-
статочным использовать смесь двух нормальных распределений

Таким образом, необходимо произвести поиск минимума по пяти пара-
метрам: m1

, σ
1
, q

1
, m

2
, σ

2
, q

2
= 1 – q

1
.

При построении графика строится не сама функция эмпирического рас-
пределения, а ее преобразование с помощью обратной функции нормального
распределения. 

В связи с этим предлагается изменить функционал, добавив преобразова-
ние с помощью обратной функции нормального распределения  . Добавленное
преобразование в функционале увеличивает влияние слагаемых на «хвостах»
из-за растяжения «хвостов», т. е. функция приобретает вид:

Так как точки {xi
i = 1, ..., n} лежат более плотно в центральном диапазоне,

то тем самым аппроксимирующая кривая будет более точна в центральном
диапазоне, а на «хвостах» менее точна. Отсюда этот функционал неявно учи-
тывает эмпирическую плотность вероятности, т . е. аппроксимация произво-
дится в «статистическом» смысле. 
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Эквивалентный вид функционала ΦΣ в интегральной форме — интеграл
Стильтьеса: 

Кроме этого функционал в интегральной форме можно записать в обыч-
ном «функциональном» смысле:

Это приведет к тому, что уменьшится влияние членов в местах с большой
плотностью точек. При интегрировании, например, методом трапеций там,
где точки {xi

i = 1, ..., n} лежат более плотно, Δx
i
будет мало и, тем самым, сте-

пень влияния подынтегрального выражения в этом диапазоне уменьшается.
Для ускорения процесса минимизации можно найти выражения вектора

градиента для функционала по искомым параметрам, но на первом этапе для
выяснения принципиальной возможности решения задачи применялся пря-
мой метод поиска минимума — метод деформиру емого многогранника, не
использующий градиент функционала по искомым параметрам.

Назначение границ поддиапазонов проводилось экспериментально, ис-
ходя из возможности достаточно точной аппроксимации. На правом «хвосте»
выбран диапазон по вероятности от 0,96 до 0,99999, найдены параметры
m1

= 250,924, σ
1
= 123,392, q

1
= 0,171, m

2
= 366,209, σ

2
= 55,717, q

2
= 0,829.

С использованием Σ-аппроксимации правого диапазона эмпирического рас-
пределения вычисляется квантиль дальности X ≈ 791,718 м (при веро-
ятности 0,999999).

На рис. 5 представлены графики правого «хвоста» эмпирического распре-
деления и Σ-аппроксимации функции распределения, полученные путем
минимизации ΦΣ. Также на рис. 5 показаны доверительные границы при до-
верительной вероятности 0,95, вычисленные по методике [9].

Далее приведем результат минимизации функционала Φ∫ в интегральной
форме. На правом «хвосте» с диапазоном по вероятности от 0,96 до 0,99999,
найдены параметры: m1

= 258,186, σ
1

= 146,107, q
1
= 0,027, m

2
= 335,959,

σ2
= 70,394, q

2
= 0,973. С использованием ∫-аппроксимации правого диапазона

эмпирического распределения вычисляется квантиль дальности X ≈ 837,2 м
(при вероятности 0,999999). На рис. 6 представлены графики эмпирического
распределения и ∫-аппроксимации функции распределения, полученной путем
минимизации Φ∫. На рис. 6 также показаны доверительные границы при
доверительной вероятности 0,95.

Из сравнения графиков аппроксимаций на рис. 5 и 6 видно, что ∫-аппрок-
симация функции распределения (полученная из min Φ∫) дает большую точ-
ность на «хвостах», чем Σ аппроксимация функции распределения (полученная
из min ΦΣ).
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В таблице 2 представлено совпадение основных статистических характе-
ристик теоретической и экспериментальной функции распределения. Совпа-
дение моментов служит подтверждением достоверности предложенного
метода.

Таблица 2. Основные статистические характеристики 

теоретической и экспериментальной функции распределения

Использование сплайн-аппроксимации

Сплайн-аппроксимацию будем применять к функции
Будем предполагать [10], что значения экспериментальной функции

определены с погрешностью в виде случайной величины с нулевыя
математическим ожиданием и дисперсией Тогда оценку откло-

нения аппроксимирующей функции от экспериментальной функции
можно представить

(1)

где константа c подбирается экспериментально. 
Этому у словию может удовлетворять множество аппроксимирующих

функций. Из этого множества функций по теории сплайн-функции следу ет
выбрать функцию, обладающую свойством гладкости.

Рис. 5. Правый «хвост» эмпирического 

распределения и его Σ-аппроксимация

Рис. 6. Правый «хвост» эмпирического 

распределения и его ∫-аппроксимация

Число 
испытаний

Распределение
Моменты

Математическое
ожидание

Среднеквадратическое
отклонение

Показатель
асимметрии

Показатель
эксцесса

300 000
эксперим. 400,713 40,374 ≈ 0 4,711

смесь 400,423 40,383 ≈ 0 4,729

600 000
эксперим. 400,720 40,317 ≈ 0 4,686

смесь 400,509 40,263 ≈ 0 4,775

1 000 000
эксперим. 400,689 40,339 ≈ 0 4,654

смесь 400,427 40,302 ≈ 0 4,703
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В теории сплайн-функции функционал гладкости функции S(x) задается
интегралом от квадрата S"(x):

(2)

Таким образом, аппроксимирующая функция должна минимизи-
ровать функционал (2) при условии (1). Вводя множитель Лагранжа λ, сведем
задачу условной минимизации к безу словной задаче по двум переменным –

и λ.

(3)

Поиск экстремума функционала (3) предполагается проводить следую-
щим образом. При каждом фиксированном λ проводится минимизация выра-
жения (3) по и определяется . У словие (1) является необходимым
условием экстремума по переменной λ. Использу я одномерный поиск по
переменной λ с определением , можно подобрать такое λ, при котором будет
выполнено условие (1).

Для значений экспериментальной функции   можно приблизительно ука-
зать дисперсии .

Известно, что распределение разбросов экспериментальной функции рас-
пределения подчиняется биномиальному закону с дисперсией

При определении дисперсии функции необходимо учесть

обратное преобразование

Рассмотрим линейное приближение преобразования

где производная нормального распределения берется в точке
а F И — истинная функция распределения.

Отсюда приблизительно где Полное 

выражение дисперсии случайной величины имеет следующий вид:

(4)
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Так как значение истинной функции распределения F И(x
i
) неизвестно, в

первом приближении вместо этого берем значение экспериментальной функ-
ции распределения 

(5)

Задача определения сплайн-функции из минимизации выражения (3) при
фиксированном параметре λ может быть решена по методике, описанной в
[11]. Минимизируемый функционал в [11] имеет несколько отличный вид:

(6)

Сведем вид функционала (3) при фиксированном параметре λ к виду (6):

т.е. (7)

При фиксированном параметре λ слагаемое λ⋅c⋅n также фиксировано,
поэтому его можно не учитывать при минимизации. 

Для построения сглаживающей сплайн-функции  в качестве исходной ин-
формации требуется задать: 

– значения аргументов, в которых известна экспериментальная функция
распределения,

– значения экспериментальной функции распределения, 
– назначить веса,
– задать граничные условия. 

В литературе по сплайн-функциям имеется несколько способов задания
граничных условий. Сама функция распределения на концах асимпто-
тически приближается к 0 на левом конце и к 1 на правом конце. Преобразо-
вание функции распределения имеет тенденцию 
распрямления на «хвостах», т. е. стремление второй производной на «хвостах»
к нулю. Поэтому в качестве граничных у словий задаются нулевые значения
вторых производных при x = x1

и x = x
n
. Сетка по аргумен-

там не обязательно равномерная, а может быть с переменным шагом. Обяза-
тельным требованием при работе со сплайнами является то, чтобы аргументы
не имели повторов, т. е. недопустим нулевой шаг сетки по оси аргумента. 

В данной работе используется представление аппроксимирующей функ-
ции через параметры вида На каждом отрезке

аппроксимирующая функция задается полиномом 3-ей степени вида: 

(8)



Параметры и M
i
являются искомыми. Параметры ищутся из усло-

вия минимизации функционала (6), требования непрерывности первой про-
изводной сплайн-функции и краевых у словий

Аппроксимация проводится для правого «хвоста» эмпирической функции
распределения, начиная с точки, где сама экспериментальная вероятность
имеет достаточно хорошую точность (см. рис. 5).

По вышеописанной методике выполнены следующие вычисления:
– определены дисперсии разбросов вероятностей, 
– проведено преобразование эмпирической функции распределения с по-

мощью функции,  обратной функции нормальному распределению
1

– пересчитаны дисперсии разбросов (4),
– осуществлен поиск сплайн-функции из решения задачи (1) и (2) при

параметре c = 0,1.
Результаты расчетов представлены на рис. 7. На этом рисунке представ-

лены следующие графики:
– эмпирическая функция распределения,
– сплайн-аппроксимация эмпирической функции распределения,
– верхняя и нижняя границы разбросов эмпирических вероятностей.

Графики (рис. 7) верхней и нижней границ разбросов эмпирических ве-
роятностей получены по правилу трех сигма, отложенных от сплайн-аппрок-
симации функции, где в качестве сигмы использована действительная сигма
(с учетом константы c).

В таблице 3 представлено совпадение основных статистических характе-
ристик теоретической и экспериментальной функции распределения. Совпа-
дение моментов служит подтверждением достоверности предложенного метода.
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Рис. 7. Сплайн-аппроксимация 

функции распределения 

Рис. 8. Сплайн-аппроксимация 

функции распределения 



Таблица 3. Статистические характеристики 

теоретической и экспериментальной  функции распределения

Так как статистическое моделирование автоматической посадки самолета
Ан-148 производится «порциями», появляется возможность в случае необхо-
димости вовремя прервать процесс моделирования и сократить тем самым
время и затраты на него.

В таблице 4 приведены результаты прогнозирования дальности касания,
осуществляемого всеми тремя методами на 1 млн реализаций.

Таблица 4. Результаты прогнозирования дальности касания

Таким образом, наилучшую точность аппроксимации обеспечивают рас-
пределение Парето и сплайны, при этом расхождение между результатами для
этих двух методов незначительно (max 13 м) и уменьшается с ростом объема
реализаций. Обратим внимание, все рассмотренные методы дают некоторую
«переоценку» экспериментального значения, что обеспечивает гарантию по-
лученных результатов. 
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Число 
испытаний

Распределение
Моменты

Математическое
ожидание

Среднеквадратическое
отклонение

Показатель
асимметрии

Показатель
эксцесса

300 000
эксперим. 400,713 40,374 ≈ 0 4,711
сплайны 400,705 40,368 ≈ 0 4,686

600 000
эксперим. 400,720 40,317 ≈ 0 4,686
сплайны 400,711 40,312 ≈ 0 4,669

1 000 000
эксперим. 400,689 40,339 ≈ 0 4,654
сплайны 400,605 40,376 ≈ 0 4,631

Число реализаций
Метод

аппроксимации
Результат прогнозиро-

вания (м)

Экспериментальное
значение на 1 млн 

реализаций – 814,9 м

300 000

Парето 839,673

Смеси 857,746

Сплайны 826,03

600 000

Парето 830,435

Смеси 848,35

Сплайны 825,08

1 000 000

Парето 815,865

Смеси 829,842

Сплайны 818,67



В заключение заметим также, что, несмотря на то, что подбор аппрокси-
мирующего распределения индивидуален для каждой характеристики автома-
тической посадки и для каждого типа самолета, расчеты и соответствующие
программы достаточно просты, поэтому проведение исследований, подобных
приведенным в примерах, не представляет какой-либо сложности. Предлагае-
мый метод может быть с у спехом использован для экспресс-анализа при от-
работке систем автоматической посадки самолетов по III категории.
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– Плата с авторов за публикацию рукописей не взимается.

83

«Навигация и управление летательными аппаратами»                   

№6, 2013 год                  



Московский институт электромеханики и автоматики

84 №6, 2013 год                

Московский институт электромеханики и автоматики

84

Московский институт электромеханики и автоматики

84

СОДЕРЖАНИЕ

А. В. Гребенкин.

Разработка алгоритмов автоматического выравнивания траектории на посадке 

с использованием интерцепторного управления .......................................................................2

О. А. Бабич.

Исследование некоммутативных повоторов в алгоритмах ориентации БИНС 

методом аксоидов.......................................................................................................................18

В. В. Акишин. 

Методика оценки инструментальных ошибок БИНС в случае 

кратковременного и нерегулярного наличия корректирующей информации........................36

О. Н. Богданов, А. В. Фомичев.

Алгоритм имитации показаний инерциальных датчиков по траекторным данным...............46

Л. Н. Александровская, А.Е. Ардалионова, В. Г. Борисов, В. Н. Мазур, С. В. Хлгатян.

Метод моментов в задаче оценки соответствия  требованиям

к безопасности самолетов при автоматической посадке..........................................................60

Л. Н. Александровская, А.Е. Ардалионова, В. Г. Борисов, В. Н. Мазур, С. В. Хлгатян.

Новые методы измерения малых рисков в задачах оценки соответствия требованиям

к безопасности систем автоматической посадки самолетов ...................................................68




