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1. Определение эквивалентной дискретной математической модели

Пусть некоторый  динамический объект описывается системой 
обыкновенных  дифференциальных уравнений вида:

где T
nyyyy ]...[ 21= – n-мерный вектор состояния объекта; 

T
mxxxx ]...[ 21= – m-мерный вектор входных воздействий; )( nnA × – n-мерная 

квадратная матрица коэффициентов, определяющая собственные свой-

ства объекта; )( mnB × – матрица коэффициентов при входных воздействиях. 
Очевидно, что nm ≤ .

Для перехода от непрерывной математической модели (ММ) 
вида (1) к эквивалентной дискретной ММ объекта используется фунда-
ментальная матрица решений системы (1).

Фундаментальная матрица )( nnF ×  в общем случае определена для 
нестационарной системы, то есть, когда А = А(t) и В = В(t).

По определению [1] фундаментальная матрица нестационарной 
системы зависит от двух аргументов и является решением однородной 
системы дифференциальных уравнений

                                                                                           

при начальных условиях        , соответствующих единичной матрице

                       
для любых значений аргумента τ .

Используя фундаментальную матрицу, решение неоднородной 
нестационарной системы дифференциальных уравнений можно запи-
сать в следующем виде [2]:

                                        

где )( 0ty – исходное состояние системы, )(ty – текущее состояние системы. 
Выражение (3) также носит название многомерного интеграла Дюамеля.
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Соотношение (7) получено с учетом того, что переменная t в правой 
части равенства (6) входит как в верхней предел интеграла, так и 

в подынтегральную функцию ( )F t − τ . 

 С другой стороны, для стационарной системы уравнение (2), опре-
деляющее фундаментальную матрицу решений, упрощается и прини-
мает вид

 

( )
( ),

dF t
А F t

dt
− τ

= ⋅ − τ

                           

которое решается при начальном условии t = τ :

 
 

.)0()( EFttF ==−                  

Следовательно, соотношение (7), с учетом (6), (8) и (9), может быть 
записано так:

0

0
0
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Итак, для определения матрицы G имеем следующее дифференци-
альное уравнение
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Уравнение (10) решается при нулевых начальных условиях, что 
следует из определения (6): 

Уравнение (5) с использованием матрицы G теперь может быть 
приведено к виду

 
).()()()()( 0000 txttGtyttFty −+−=

Дискретная математическая модель объекта определяет его состо-
яние в дискретные моменты времени: t = kT, k = 0, 1, 2,..., где T = const – 
шаг дискретного времени. Так как входной сигнал постоянен в течение 
времени шага квантования, то дискретная модель может быть получена 
[3] интегрированием уравнения состояния в пределах одного периода 
квантования.

Полагая t0 = tk  и t = tk+T = tk+1, получим окончательный вид 
дискретной математической модели объекта: 
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Для стационарной системы (1), матрицы А и В которой не зависят 
от времени t, имеем

                              .

Данное равенство является следствием независимости оператора 
стационарной системы от момента ее включения.

Полагая             для стационарной системы получим

то есть фундаментальная матрица стационарной системы является 
функцией одного аргумента .t t∆ = − τ  

Итак, для стационарной системы ее решение, исходя из соотно-
шения (3), может быть записано так:

0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t

t

y t F t t y t F t Bx d= − + − τ τ τ∫
                                 

Сделаем допущение, что отрезок времени [t0, t) достаточно мал.  
Тогда можно считать входное возмущение на этом отрезке времени 
постоянным и равным его значению в момент времени t0:

С учетом сделанного допущения можно входное возмущение в урав-
нении (4) вынести за знак интеграла

                                                                                                   

Определим некоторую матрицу )(0 )( mnttG ×−  cледующим соотноше-
нием:

 Для определения матрицы )( 0ttG −  удобно использовать не матричный 
интеграл (6), а матричное дифференциальное уравнение. С этой 
целью равенство (6) продифференцируем почленно по аргументу t. 
Получим
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что уже не соответствует формуле Эйлера:

 

1
1

( ).k k k k

T
y y Kx y

T+ = + −
   

Формула Эйлера (16) получится, если в формуле (15) заменить 

экспоненту 1T
T

e
−

 разложением в ряд Тейлора с ограничением членами 

первого порядка, то есть полагать

Звено второго порядка
Звено второго порядка может иметь три вида с соответствующими  

передаточными функциями:

                                                                          и

Рассмотрим систему с передаточной функцией W1 (p). Этой функции 
соответствует дифференциальное уравнение второго порядка

 

2
1 1 12 ( ).T y T y y Kx t

•• •

+ ξ + =

Введем обозначение: y = y1, y2 = y = y1. В соответствии с этими 
обозначениями можно записать систему двух дифференциальных урав-
нений первого порядка (форма Коши):

1 2

1
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 Системе (17) соответствует матричная запись (1) при следующих 
значениях коэффициентов:
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Матрица F(T), используемая в рекуррентном матричном урав-
нении (12), называется переходной матрицей объекта, матрица G(T) – 
это матрица коэффициентов при векторе входных  воздействий.

Для определения матрицы F(T) и G(T) уравнение (12) необходимо 
один раз до использования дискретной ММ объекта проинтегрировать 
на отрезке времени 0 ≤ t ≤T два матричных дифференциальных урав-
нения:
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В том случае, когда порядок системы уравнений (1) больше двух, 

уравнения (13) для определения матриц F(T) и G(T) решаются на ЭВМ 
каким-либо численным методом. Для системы первого и второго 
порядка получены аналитические решения уравнений (13).

 2. Дискретные математической модели первого и второго порядков

Система первого порядка
Система первого порядка может быть интегрирующим звеном, 

апериодическим или форсирующим звеньями. Для интегрирующего 

звена с передаточной функцией               дискретная модель соответ-

ствует интегрированию по формуле Эйлера:

поскольку здесь ƒ11(T)=1; g11(T)=KT.                                                   

Для апериодического звена с передаточной функцией 
1
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и соответствующим дифференциальным уравнением                                     
получим
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Поэтому дискретная ММ апериодического звена будет иметь вид:
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  3)                . 

В этом случае 2 2
0ω = α − ω .

                    
 

11 0 0 0
0

( ),
Te

f ch T sh T
−α

= ω ω + α ω
ω

         
 

12 0
0

,
Te

f sh T
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= ω
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2

21 0
0

,Tf e sh T−αω
= − ω

ω

         
 

22 0 0 0
0

( ).
Te

f ch T sh T
−α

= ω ω − α ω
ω

Здесь Т – это дискретность времени: T = tk+1 – tk, k = 0, 1, 2,... . 
Коэффициенты матрицы G(T) во всех трех случаях определяются 

одинаковым образом:

 
 

11 111 ,g f= −    
 

21 21.g f= −  

Дискретная модель объекта с передаточной функцией W1(p) 
в скалярном виде запишется следующим образом:

 

1 1 11 1 12 2 11

2 1 21 1 22 2 22
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( ) ( ) ( ) ( ).
k k k k

k k k k

y t f y t f y t g x t

y t f y t f y t g x t
+

+

= + + 
= + +         

Система решается рекуррентно, используя начальные условия  y1(t0)  
и  y2(t0).

Выходом системы является функция,  а координата   определяет 
производную выходного сигнала, то есть

     
                                                         .

Вид решения уравнений
 
                                  и     

будет зависеть от значения декремента затухания 1ξ .

Здесь возможны три случая: 1 1,ξ <    1 1,ξ =   1 1.ξ >  

Для случая 
1 1ξ <   система представляет собой колебательное звено, 

при значении декремента затухания 
1 1ξ >  – система является аперио-

дической, а при 
1 1ξ =  – предельно апериодической.

Выпишем формулы для коэффициентов матриц F(T) и G(T) 
для каждого из этих трех случаев.

  1) При          имеем:
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11 (1 ) ,Tf T e−ω= + ω    
 

12 ,Tf Te−ω=

         
 

2
21 ,Tf Te−ω= −ω     

 
22 (1 ) .Tf T e−ω= − ω

  

2( )
k

k
t t

dy
y t

dt =

=

1 1ξ <

1
,

T
ω =

 
1 .α = ξ ω

1 1ξ =

 

1 0
, (0)

0 1
F AF F
•  

= =  
 

 

0
, (0)

0
G AG B G

•  
= + =  

 

11 >ξ

 
)18(

 

2
21 ,Tf Te−ω= −ω



Московский институт электромеханики и автоматики

10

«Навигация и управление летательными аппаратами» 

11№ 13, 2016 год№ 13, 2016 год

Система с передаточной функцией                                        

будет иметь особенность: в этой системе входной сигнал проходит 
«напрямую» на выход системы.

 Представим передаточную функцию W3(p) в виде последователь-
ного соединения двух передаточных функций:

 )( px                                   )( py

Структурной схеме будет соответствовать следующая система двух 
дифференциальных уравнений:

 

1 2

1
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21
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y y
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y y y x t

T T T

•
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2
21 2 2 2 2( ) 2 .y t y T y T y

•

= + ξ +    

Преобразуем последнее соотношение, используя выражение 

для производной     из второго уравнения системы. Получим

 

Введем обозначения:

                                                         
 

2
2

0 2
1

,
T

d K
T

=

Следовательно

Таким образом, систему (18) можно использовать для определения 
производной функции x(t), считая оценкой этой производной функцию  
y2(tk). Естественно, при этом выбором параметров T1 и        должна 
быть так определена полоса пропускания и затухание фильтра, чтобы 

запаздывание y2(tk) по отношению к производной            было 

допустимо с практической точки зрения. Достоинством такого способа 
определения производной является подавление высокочастотных 
составляющих (помех) в сигнале x(t), что существенно как раз при 
определении производных по измерениям  с высокочастотными поме-
хами.

Рассмотрим систему с передаточной функцией
  

 

2
2 2 2

1 1 1

( 1)
( )

2 1
K T p

W p
T p T p

+
=

+ ξ + .

Эту систему можно представить в виде последовательного соеди-
нения следующих звеньев:

        )( px                                                                    )1( 2 +pT              )( py
 

Этой структурной схеме соответствует система дифференциальных 
уравнений:
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Применяя вышеизложенную методику, проходим к эквивалентной 
дискретной модели
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Время [c]

Рис. 1. Переходные функции: Yt-точное решение

Постоянная времени звена Т1 = 0,01 с, а шаг дискретного времени 
Т = 0,004 с.

Как видно из приведенных графиков, при выбранном шаге дискрет-
ности времени Т метод Эйлера и метод, реализующий формулу (22), 
определяют переходные функции с заметными ошибками.

На рис. 2. показаны реакции математических моделей апериодиче-
ского звена на тест-сигнал X(t). Здесь использованы те же обозначения, 
что и на рис. 1. Параметр Т1 = 0,01 с при дискретности времени 
Т = 0,004 с.

Время [с]

Рис. 2. Три реакции на тест-сигнал Х: Y-рекуррентная ММ, 
Yтр-ММ (метод трапеций), Ye-интегрирование по Эйлеру

Эквивалентная дискретная модель будет иметь вид:

1 1 11 1 12 2 11

2 1 21 1 22 2 22
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( ) ( ) ( ) ( ).
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3. Тестовая проверка полученных дискретных математических моделей

Апериодическое звено
Дискретные ММ, полученные по изложенной выше методике, 

имеют переходные функции, полностью соответствующие переходным 
функциям непрерывных моделей, так как при определении переходных 
функций условие  постоянства  входного  сигнала на интервале дискрет-
ности времени выполняется строго.

Так для апериодического звена с передаточной функцией
           

переходная функция h(t) имеет вид:

Для получения переходной функции дискретной ММ апериодиче-
ского звена (15) следует полагать xk = 1, k = 0, 1, 2,... .

По методу трапеций также может быть получена дискретная ММ 
апериодического звена следующего вида:

где T – дискретность времени.

На рис. 1 показаны переходные функции, полученные четырьмя 
способами:

• Yt – точное решение по формуле (21),
• Y – переходная функция дискретной ММ (15),
• Ye – переходная функция, полученная интегрированием диффе-

ренциального уравнения апериодического звена по методу Эйлера,
• Yтр – переходная функция, полученная по ММ (22).
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Как видно из графиков, различие выходных сигналов невелико. 
Однако, по-прежнему Yтр несколько запаздывает, а Ye несколько опере-
жает реакцию дискретной ММ (15), дающей более точное решение.

Звено второго порядка
Рассмотрим дискретную ММ звена второго порядка с передточной 

функцией                                   при значениях параметров: 

K = 1, T1 = 0,0025 с,    = 0,707, Т = 0,001 с.

С помощью дискретной ММ вида (18) будем оценивать произ-
водную тест-сигнала x(t), имеющего тот же вид, что и на рис. 2.

На рис. 3 изображены графики тест-сигнала и первой его произ-
водной. Здесь тест-сигнал обозначен символом      , то есть

Тест-сигнал (f) и его первая производная (pf)

Время [c]

Рис. 3. Тест-сигнал и его производные

На тест-сигнал накладывались случайные ошибки «измерений», 
не превосходящие по модулю одного процента от максимального 
значения тест-сигнала.

На рис. 4 представлен график производной тест-сигнала pf и ее 
оценка df_dt, полученная с помощью дискретного фильтра второго 
порядка. 

Время [с]

Рис. 4. Производная, вычисленная с помощью дискретного фильтра

4. Выводы

Полученная методика перехода от непрерывных  математических 
моделей, задаваемых дифференциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами,  к дискретным моделям определяет способ эквива-
лентного дискретного преобразования линейных объектов. Методика 
позволяет  формировать функциональные звенья в  системе автомати-
ческого  управления с  точностью работы их непрерывных аналогов при 
ступенчатом приближении входного сигнала на фиксированном шаге 
дискретизации.
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КАНОНИЧЕСКИЕ ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ 
ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ И ДИСКРЕТНЫХ 

СИСТЕМ: ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ

Ю. П. НИКОЛАЕВ, д. ф.-м. н., с. н. с. 
АО «Московский институт электромеханики и автоматики»

Рассмотрены базовые геометрические характеристики области асимптотиче-
ской устойчивости в пространстве коэффициентов характеристического полинома 
линейных непрерывных и дискретных систем. Результаты работы могут быть исполь-
зованы для конструирования бортовых цифровых регуляторов летательных аппаратов, 
при разработке точных  алгоритмов адаптации (с учетом изменения аэродинамических 
и других характеристик в процессе полета), для выяснении причин возникновения авто-
колебаний на этапе летных испытаний и т. д.

Ключевые слова: каноническая область устойчивости, пространство коэффици-
ентов характеристического полинома, цифровые регуляторы, непрерывные системы, 
дискретные системы.

DIGITAL LINEAR FINITE IMPULSE RESPONSE FILTER  
FOR SMOOTHING NOISY SENSOR DATA 

FROM AUTOPILOT SYSTEM INPUT

J. P. NIKOLAEV, D. Sс. in Physics and Mathematics
‘Moscow Institute of Electromechanics and Automatics’ JSC

The paper considers the base geometric characteristics of the asymptotic stability domain in 
the field of the linear, continuous-time and discrete systems characteristic polynomial coefficients.

These results may be used for design of on-board aircraft digital controllers, with the exact 
adaptation algorithms design (with regard to in-flight changes in the aerodynamic and other 
performance), for finding the cause of self-vibration on the flight test phase etc.

Keywords: canonical stability domain, the field of characteristic polynomial coefficients, digital 
controllers, continuous-time systems, discrete systems.
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1. Введение

Классические алгебраические критерии устойчивости линейных 
непрерывных и дискретных систем (критерии Рауса, Гурвица, Эрми-
та-Билера, Михайлова, Шура-Кона и др.) ориентированы на анализ 
устойчивости в заданной точке параметров. Конечно, эти критерии 
продолжают сохранять свое важное теоретическое значение. Однако на 
практике, при проектировании реальных систем управления, они уже 
фактически не применяются. Действительно, зачем заниматься сложной 
аналитикой для анализа расположения корней характеристического 
уравнения системы, если можно использовать, например, программу 
“roots” MATLAB. 

В настоящее время актуальной становится другая проблема – 
анализ устойчивости не в отдельно взятой точке, а в некоторой области 
многомерного пространства параметров. Такой подход к исследованию 
устойчивости может быть использован для бортового конструирования 
цифровых регуляторов летательных аппаратов, при разработке точных 
алгоритмов адаптации (с учетом существенного изменения аэродина-
мических и других характеристик в процессе полета), для выяснения 
причин возникновения автоколебаний на этапе летных испытаний 
и т. д. 

В работе рассматривается некоторые простые геометрические инва-
рианты для многомерной области устойчивости в пространстве коэф-
фициентов характеристического уравнения линейных непрерывных 
и дискретных систем.

2. Каноническая область устойчивости непрерывных систем (n = 5)

Анализ геометрии канонических областей устойчивости для непре-
рывных систем произвольного порядка рассматривается в [1-4] и других 
работах. Здесь мы сосредоточимся на конкретной задаче.

Пусть задан полином пятого порядка:

                                                .                                      (2.1)

Ставится задача: анализ геометрии области устойчивости для этого 
полинома в трехмерном пространстве коэффициентов a0, a1, a2. Пред-
полагается, что старшие коэффициенты a3, a4, a5 полинома могут иметь 
произвольные значения; единственное требование — выполнение 
известного необходимого условия устойчивости (условия Стодолы):

                                   ra R+∈    3, 4, 5r = .                                           (2.2)

Лемма 2.1. Для устойчивости полинома p(s) необходимо и доста-
точно выполнения условий:

                                   
2

1 3 5/ 4a a a< ,                                (2.3)

                                                           .                            (2.4)

В формуле (2.4) обозначено:

     ,                   (2.5)

                                                             ,                       (2.6)

                                              .                         (2.7)

В приведенных выше формулах переменная х = ω2, где               —                   
граничная частота системы.

Приведенные соотношения позволяют аналитически определить 
координаты характерных точек области устойчивости,  проанализи-
ровать геометрию сечений области устойчивости различными плоско-
стями и геометрию области в целом.

Трехмерная область устойчивости в пространстве a0, a1, a2 и ее 
конструктивные параметры приведены на рис. 2.1а, 2.1б. 

На рисунке 2.1а  использовано нормирование коэффициентов:         

                             0 0 0/ maxa a a= , 1 1 1/ maxa a a= , 2 2 2/ maxa a a= .

                  а)                                              б)

Рис. 2.1. Трехмерная область устойчивости (а) 
и ее конструктивные параметры (б), n = 5

Характерные точки области устойчивости (см. рис. 2.1б): точка P1 
(на координатной оси a2), точка P2 (вершина области устойчивости) и 
точка P3 (вершина параболы P0P3P1 на координатной плоскости a0= 0).

( )2
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Размеры области устойчивости определяются координатами точки 
P2 (вершина области устойчивости):

                                                                                    .   (2.8)

Разложение характеристического полинома на элементарные 
множители для вершины области устойчивости:

                                                               .                        (2.9)

Наибольшее значение граничной частоты для области устойчивости:

                                     ωmax =          ,                              (2.10)

Оно достигается в точке P1 (см. рис. 2.1б).  
Рассмотрим сечения области устойчивости плоскостью, парал-

лельной одной из координатных плоскостей (см. рис. 2.2 и рис. 2.3).

Рис. 2.2. Область устойчивости на плоскости коэффициентов а0, а1

На рис. 2.2 представлена область устойчивости на плоскости коэф-
фициентов a0, a1 (остальные коэффициенты фиксированы). Область 
устойчивости ограничена сверху граничной параболической кривой 
P0P1P2P3, а снизу – отрезком P0P3 оси абсцисс.

Координаты трех характерных точек граничной кривой:

                                                             ,                        (2.11)

                                                             ,                        (2.12)

                                               ,                            .          (2.13)

На рис. 2.3 представлена область устойчивости на плоскости коэф-
фициентов a1, a2 (остальные коэффициенты фиксированы).

Рис. 2.3. Область устойчивости на плоскости коэффициентов а1, а2

Координаты трех характерных точек граничной кривой:

                                                           ,                          (2.14)

                                                       ,                              (2.15)

                                                        .                             (2.16)
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Для некоторых типов сечений  область устойчивости  может быть  
несвязным (рис. 2.5а) или невыпуклым множеством (рис. 2.5б).

                     

                   а)                                                   б)
Рис. 2.5. Сечение трехмерной области устойчивости (n = 5) 

плоскостями разного типа

На рис. 2.5а представлено сечение области устойчивости (n = 5) 
плоскостью a0 / A0 + A1 + a2 / A2 = 1, а на рис. 2.5б — плоскостью 
                  , где (0,1)µ ∈ .

Полученные данные дают основание рассматривать область устой-
чивости в пространстве коэффициентов a0, a1, a2 характеристического 
полинома p(s) как пространственное тело, обладающее рядом специфи-
ческих, только ему присущих свойств. Граница области устойчивости 
образована граничной криволинейной поверхностью Nω и координатной 
плоскостью  a0 = 0. Граничная поверхность Nω , в свою очередь, состоит 
из двух компонент: поверхности *Nω  (она образована перемещением 
отрезка P4P5 вдоль направляющей P1P2 — см. рис. 2.1б) и  поверхности 

**Nω
 (образована перемещением отрезка P6P5 по той же направляющей 

P1P2). Каждую из указанных компонент *Nω   и **Nω  можно отнести к линей-
чатым поверхностям (класс винтовых поверхностей, подкласс наклонных 
геликоидов). Область устойчивости непуста, ограничена, односвязна, 
невыпукла.

Указанные свойства области инвариантны относительно старших 
коэффициентов a3, a4, a5. 

3. Многомерные области устойчивости дискретных систем

Рассмотрим некоторые геометрические (топологические) свойства 
канонической области устойчивости дискретных систем управления 
произвольного порядка. 

Пусть задан  характеристическим полиномом линейной дискретной 
системы:

                 n
n

n
n zazazaazp ++++= −

−
1

110 ...)( ,   0>na ,                 (3.1)

где jz e ω= , ω — параметр, 0 2≤ ω ≤ π .
Для ряда последующих выкладок бывает удобным принять старший 

коэффициент an = 1:    
nn

n zzazaazp ++++= −
−

1
110 ...)(                         (3.2)

Перейдем  к рассмотрению многомерной области устойчивости 
в пространстве коэффициентов характеристического полинома p(z). 
Обозначим через  a точку в n-мерном евклидовом пространстве nE  
с координатами a0, a1, ..., an-1. Множество всех точек, соответствующих 
полиному p(z) с  нулями в открытом единичном круге комплексной 
плоскости z, есть область устойчивости Dn в пространстве nE . Каждая 
точка границы dDn области устойчивости соответствует полиному, 
по крайней мере, с одним нулем на единичной окружности  плоскости z. 
Для точек границы области устойчивости выполняется условие p(z) = 0. 

После подстановки jz e ω=  и выделения действительной и мнимой части 
получим параметрические уравнения границы устойчивости:

(3.3)
Re p  (ej ω) = a0 + a1cos  ω + a2cos2  ω + … + an-1cos  (n – 1) ω + cos n ω = 0,  

(3.4)
 Im p (ej ω) = a1sin  ω + a2sin2 ω +  … + an-1sin(n – 1) ω  +  sin n ω = 0.

Как показано в [5-7],  область  устойчивости дискретных систем  
произвольного порядка n обладает следующими свойствами:

1) она ограничена тремя поверхностями:
(n – 1)-мерной гиперплоскостью B1, которая соответствует   действи-

тельному положительному корню z = –1, т. е. уравнению p  (1) = 0;
(n – 1)-мерной гиперплоскостью B2, которая соответствует  действи-

тельному отрицательному корню z = –1,  т. е. уравнению p (–1) = 0;
поверхностью, образуемой перемещением (n – 1)-мерной гиперпло-

скости B3, которой соответствует пара комплексных корней на единичной 
окружности в z-плоскости;

1 2 3 4( / )a a a a= µ
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2) область устойчивости Dn  расположена между двумя гиперплоско-
стями:

                                  a0 = 1,     a0 = –1,                         (3.5)
т. е. для всех точек открытой области устойчивости  Dn  выполняется 
условие: –1<a0<1;

3) многогранник Mn, вершины которого образованы многочленами 
p(z) с корнями в множестве {–1; 1}, является выпуклой оболочкой 
области устойчивости: Mn = conv (Dn);

4) все вершины , 0,1,...,qA q n= , выпуклой оболочки Mn = conv (Dn) 
области устойчивости   расположены  или  на   гиперплоскости  a0 = 1  
или  на гиперплоскости  a0 = –1,  т. е. имеют ординату или  a0 = 1, или  
a0 = –1;  

5) область устойчивости  Dn  является сжимаемой для всех n, т.е. 
Dn  – связное множество;

6) область устойчивости  Dn  содержит начало координат.
Пример. Рассматривается дискретная система третьего порядка 

с характеристическим полиномом:

                             2 3
0 1 2( )p z a a z a z z= + + + .      (3.6)

Параметрические уравнения границы устойчивости:

            Re p  (ej ω) = a0 + a1cos  ω + a2cos2  ω + cos  3 ω = 0,           (3.7)

                      Im p (ej ω) = a1sin  ω + a2sin2 ω + sin3 ω = 0.               (3.8)

Внешний вид области устойчивости представлен на рис. 3.1.

Рис. 3.1. Область устойчивости дискретной системы, n = 3  

В соответствии с изложенным выше, область устойчивости обладает 
следующими свойствами:

1) она ограничена  тремя поверхностями:
плоскостью a0 + a1 + a2 = –1, которая соответствует действитель-

ному положительному корню z = 1, т. е. уравнению p (1) = 0 (см. желтый 
треугольник A0A1A2);

плоскостью a0 – a1 + a2 = 1 , которая соответствует действительному 
положительному корню z = –1, т. е. уравнению p (–1) = 0 (см. зеленый 
треугольник A0A1A2);

поверхностью, образуемой перемещением плоскости B3, которой 
соответствует пара комплексных  корней на единичной окружности 
в z-плоскости;

2) область устойчивости  расположена между двумя плоскостями:

                                 a0 = 1, a0 = –1.                                 (3.9)

Т. е. для всех точек открытой области устойчивости D3 выполняется 
условие: –1<a0<1.

3) многогранник M3, вершины которого образованы многочленами 
p(z) с корнями в множестве {–1, 1}, является выпуклой оболочкой 
области устойчивости: M3 = conv (D3);

4) все четыре вершины  выпуклой оболочки M3 = conv (D3) области 
устойчивости   расположены    на   гиперплоскости a0 = 1 или на гипер-
плоскости a0 = –1,  т. е. имеют ординату  a0 = 1 или a0 = –1;

5) область устойчивости D3 является сжимаемой, т. е. D3 – связное 
множество;

6) область устойчивости D3 содержит начало координат.
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РЕАЛИЗАЦИЯ СПОСОБА АВТОМАТИЧЕСКОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ТЯГОЙ ДВИГАТЕЛЯ НА РЕЖИМЕ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УХОДА НА ВТОРОЙ КРУГ

О. М. АКСЕНОВ, 
Л. А. ВОЛОДИНА, 
Л. И. ПЕТРИКЕЙ, 
А. В. СИДОРОВ 
АО «Московский институт электромеханики и автоматики»

В статье изложен один из способов автоматического управления тягой двигателей 
на режиме автоматического ухода на второй круг с применением функции «Понижение 
тяги» в автомате тяги. Данный способ применим для  самол¸тов, в которых включение 
режима «Уход на 2-ой круг» выполняется по кнопке «Уход».

Ключевые слова: авиация, системы управления полетом  и тягой, посадка и уход 
на 2-ой круг.

THE AUTOMATIC ENGINE THRUST CONTROL 
PROCEDURE IMPLEMENTATION IN THE AUTOMATIC 

GO-AROUND MODE

O. M. ACSENOV, 
L. A. VOLODINA, 
L. I. PETRIKEY, 
A. V. SIDOROV
‘Moscow Institute of Electromechanics and Automatics’ JSC

This article presents one of the automatic engine thrust control procedures in the automatic 
go-around with the use of the reduced thrust function in auto-throttle. This procedure is applicable 
to aircraft that have a go-around mode engagement, performed with a go-around button.

Keywords: aviation, flight and thrust control systems, landing, go-around.
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Разработанные в АО «МИЭА» вычислительные системы управления 
полетом и тягой (ВСУПТ) реализуют универсальный алгоритм авто-
матического ухода на 2-ой круг, позволяющий построить траекторию 
полета для вывода самолета из режима снижения по глиссаде или 
с любой точки траектории «выравнивания» на режим набора высоты, 
исходя из реальной энерговооруженности, обеспечивая при этом:

 – разгон по скорости до заданного значения (согласованного 
с Разработчиком самолетов) с дальнейшей его стабилизацией;

 – пространственное нахождение самолета в зоне, свободной 
от  препятствий, в районе аэродрома;

 – плавный выход самолета в горизонт на высоте круга.

Основные принципы закона автоматического управления в канале 
руля высоты и канале тяги на режиме «Уход на 2-ой круг» изложены 
в одноименной статье [1].

Полная автоматизация режима «Уход на 2-ой круг» в продольной 
плоскости осуществляется совместной работой канала руля высоты и 
канала тяги.

В зависимости от методики выполнения автоматического режима  
«Уход на 2-ой круг», принятой конкретной фирмой-разработчиком 
самолета, включение режима осуществляет летчик либо нажатием 
кнопки «2-ой круг» (как на самолетах фирмы ОАО «Ильюшин»), либо 
по сигналам от концевиков взлетного газа «ВГ» при перемещении 
рычагов управления двигателями (РУД) во взлетное положение (как на 
самолетах фирмы ПАО «Туполев»), при условии, что до этого момента 
ВСУПТ работала в режиме автоматической «Посадки».

Во ВСУПТ, разработанных в АО «МИЭА», для самолетов, 
на которых режим «Уход на 2-ой круг» включается по кнопке, традици-
онно из условий безопасности режима и в соответствии с руководством 
по летной эксплуатации (РЛЭ) [2] самолетов, РУДы всех двигателей 
независимо от посадочного веса самолета с приемлемой  скоростью 
переводятся  во «взлетное» положение. Далее ВСУПТ обеспечивает 
«взлетный» режим работы двигателей до перехода канала тяги в фазу 
стабилизации и управления заданной скоростью. 

При этом «легкий» самолет, оснащенный большой тяговооруженно-
стью, переходит в набор высоты с высоким темпом разгона, что создает 
трудности для своевременной уборки механизации и приводит к пере-
регулированию при выходе на заданную скорость.

Поэтому на этапе набора высоты в автоматическом  режиме «Уход 
на 2-ой круг» для повышения комфортности в работе экипажа, устра-
нения перерегулирования по скорости, экономии ресурса двигателей и 
оптимизации расхода топлива для «легких» самолетов с большой тяго-
вооруженностью возникает необходимость выполнять режим с пони-
женной тягой.

Автоматическое управление тягой двигателей на режиме «Уход на 
2-ой круг» с включением режима ухода на 2-ой круг по кнопке имеет 
две фазы:

• первая фаза — фаза «отработки заданного предельного значения 
α

РУД»,
• вторая фаза — фаза «стабилизации и управления заданной скоро-

стью».

В первой фазе, которая включается с началом режима «Уход на 2-ой 
круг», автомат тяги отрабатывает заданное предельное значение α РУД, 
т. е. переводит РУДы с большой постоянной скоростью (α РУД зад  ≈ 8° / с) 
из посадочного положения в положение, равное заданному предель-
ному значению и выдерживает его до перехода в фазу «стабилизации 
и управления заданной скоростью». Как правило, заданное предельное 
значение на режиме «Уход на 2-ой круг», согласно РЛЭ, равно поло-
жению «взлетного газа».

При полете еще на первой фазе в системе ВСУПТ производится 
анализ отклонения текущей приборной скорости от заданной приборной 
скорости, формируемой на режиме «Уход на 2-ой круг» во ВСУПТ.  
Выполнение условия (Vпр зад

ух — Vпр) < ∆ , где  ∆  = 20 км/ч, приводит 
к формированию признака переключения с фазы «отработки задан-
ного предельного значения α РУД» в фазу «стабилизации и управления 
заданной скоростью».

Из вышеизложенного следует, что выполнять  режим «Уход на 2-ой 
круг» на пониженной тяге означает выводить РУДы двигателей в первой 
фазе работы автомата тяги на заданное предельное значение
α

РУД, которое меньше «взлетного».
Определение потребного заданного предельного значения  РУД, 

которое необходимо самолету для безопасного осуществления 
на  режиме «Уход на 2-ой круг» набора высоты с допустимым по нормам 
авиационных правил (АП) градиентом и комфортным, с точки зрения 
экипажа, разгоном по скорости до значений скоростей уборки  меха-
низации в крейсерское положение во всей области ожидаемых условий 
эксплуатации (ОУЭ) и является задачей функции «Понижения тяги» 
на режиме «Уход на 2-ой круг».

α
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В настоящее время на самолете Ил-96-300, который оснащен двига-
телями с большой тяговооруженностью и летает под управлением систем 
ВСУП и ВСУТ, разработанных в АО «МИЭА», уже реализован один 
из способов  автоматического управления тягой двигателей с функцией 
«Понижение тяги»  на режиме  «Уход на 2-ой круг».

По реализованному на самолете «Ил-96-300» алгоритму функции 
«Понижение тяги» РУДы с выбранной в результате математического 
моделирования скоростью α РУД зад  ≈ 7° / с передвигаются в сторону 
«взлетного» режима, но для некоторых условий полета  РУДы останав-
ливаются в некотором промежуточном положении, не доходя до «взлет-
ного» режима при одновременном выполнении следующих условий:

а) положение РУД должно обеспечивать режим работы двигателей 
не менее  «номинального», 

б) min
x xn n≥ , где: 

xn  — продольная перегрузка в связанных осях от БИНС, которая 
опосредовано является эквивалентом «тяговооруженности» двигателя;  

min
xn  = 0,16 ед. перегр. – контрольная точка по продольной пере-

грузке, выбранная в результате математического моделирования, которая 
характеризует ту «тяговооруженность» самолета, которая достаточна 
для дальнейшего обеспечения приемлемого градиента набора и разгона 
по скорости.

После одновременного выполнения условий а) и б) сигнал скорости 
отклонения привода регулирования тяги (ПРТ) (α РУД зад) обнуляется. 

В случае невыполнения хотя бы одного из условий РУДы передвига-
ются с той же скоростью к «взлетному» режиму.

Эксплуатация ВСУТ на самолете Ил-96-300 с реализацией вышеиз-
ложенного способа управления тягой двигателей показала, что его работа 
очень нестабильна и в большом количестве  полетов РУДы не останав-
ливаются в промежуточном положении, а переводятся к «взлетному» 
режиму. Недостаток приведенного способа управления заключается 

в том, что nx, как правило, достигает заданного значения min
xn   позже, 

чем РУДы проходят точку останова из-за работы реального ПРТ.

Настоящая  статья посвящена автоматическому управлению тягой 
двигателей на режиме «Уход на 2-ой круг» с новой реализацией функции 
«Понижение тяги» на самолетах с включением режима ухода на 2-ой 
круг по кнопке (на примере самолета Ил-76МД-90А). 

В предлагаемой реализации функции «Понижение тяги» для обеспе-
чения безопасного выполнения режима «Уход на 2-ой круг» заложены 
следующие принципы:

1. Понижение тяги осуществляется только когда нет отказов двига-
телей и ни один из двигателей  не переведен в режим полетного малого 
газа. Если при выполнении режима «Уход на 2-ой круг» происходит 
задержка в перемещении РУДа какого-либо двигателя, отказ двигателя 
или перевод РУДа в режим полетного малого газа экипажем, автомат 
тяги должен перевести РУДы остальных двигателей в положение «взлет-
ного» газа независимо от посадочного веса самолета.

2. В условиях нормальной стандартной атмосферы (Наэр = 0, МСА)  
для самолетов с малым посадочным весом, который менее или равен 
весу Gсам

1 (Gсам
1 = 140 т — «легкий» самолет Ил-76МД-90А) заданное 

предельное значение α
РУД не должно превышать значения «номиналь-

ного» газа;
3. Для самолетов с большим посадочным весом, который более 

или равен весу Gсам
2 (Gсам

2 = 160 т — «тяжелый» самолет Ил-76МД-90А) 
понижение тяги не предусматривается и заданное предельное значение  
α

РУД должно устанавливаться в положение «взлетного» газа;
4. Для самолетов с посадочным весом от Gсам

1 (140 т) до Gсам
2 (160 т) 

заданное предельное значение α
РУД должно  быть установлено в диапа-

зоне от «номинального» значения до  «взлетного». 
5. В условиях повышенных температур и высотных аэродромов при 

всех весах заданное предельное значение  α
РУД  должно  увеличиваться  

до  положения «взлетного» газа, что обеспечивает безопасное выпол-
нение ухода на 2-ой круг во всех ожидаемых условиях эксплуатации.

Логика работы функции «Понижение тяги», предлагаемой в данной    
статье

Как было сказано выше, в основу функции «Понижения тяги» 
на режиме «Уход на 2-ой круг» ставится посадочный вес самолета.

Ввиду отсутствия в большинстве самолетов датчика веса, косвенную 
оценку посадочного веса предлагается производить по значению угла 
отклонения РУД (α

РУД) на глиссаде, который соответствует тяге двига-
телей, потребной для выдерживания безопасной приборной скорости 
на глиссаде при текущем давлении, температуре воздуха и посадочном 
весе самолета.  
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Отметим, что из аэродинамики следует:

 – при одних и тех же условиях посадки (температура наружного 
воздуха, атмосферное давление, угол наклона глиссады) само-
лету с большим весом для осуществления безопасной посадки 
необходима большая посадочная скорость и большая потребная 
тяга, а как следствие — большее значение балансировочного     
α

РУД, соответствующего этой тяге;

 – поскольку при одном и том же посадочном весе самолета и 
одной и той же посадочной скорости на более крутой глиссаде 
балансировочное значение α РУД меньше, то для идентификации 
истинного посадочного веса необходимо ввести некий попра-
вочный коэффициент, зависящий от крутизны глиссады;

 – с увеличением температуры окружающего воздуха или высоты 
аэродрома максимальная тяга двигателей падает, поэтому одна и 
та же потребная тяга, определяющаяся, в основном, посадочным 
весом самолета и посадочной скоростью, обеспечивается увели-
ченным значением α РУД.

Таким образом, в предлагаемом алгоритме функции «Понижение 
тяги» за основной критерий, используемый для вычисления посадоч-
ного веса самолета, принимается запомненное в момент включения 
режима «Уход на 2-ой круг» максимальное по всем двигателям усред-
ненное с помощью «скользящего среднего» текущее значение угла 
отклонения РУД на глиссаде (α РУД зап), умноженное на поправочный 
коэффициент К, являющийся функцией угла наклона глиссады.

Коэффициент К вычисляется один раз в момент включения режима 
«Уход на 2-ой круг» и принимается равным 1,0, если угол наклона 
глиссады  θ гл ≤ 2,75°, или 1,2, если угол наклона глиссады θ гл ≥ 3,75°, 
с линейной интерполяцией между узлами, где угол наклона глиссады
θ гл вычисляется по формуле: θ гл = (Vy  /Vпут) ⋅53,7, где Vy — вертикальная 
скорость в м/с, Vпут — путевая скорость в м/с, которые берутся с датчика 
ИНС.

В соответствии с запомненным и поправленным значением α РУДзапК 
определяется заданное предельное значение α РУД зап  равное: 

• значению, соответствующему «номинальному» режиму, если  
α РУД запК  ≤  α РУД1;

• значению, соответствующему «взлетному» режиму, если 
α РУД запК  ≥ α РУД2;

• значению, соответствующему линейной интерполяции между 
узлами α РУД1 и α РУД2, где α РУД1 и α РУД2 — подобранные в результате 
математического моделирования константы, соответствующие 
балансировочному значению угла отклонения РУД на глиссаде 
для весов Gсам

1 (140 т) и Gсам
2 (160 т) соответственно;

• заданное предельное значение α РУД устанавливается в положение 
«взлетного» газа независимо от посадочного веса самолета, если 
при выполнении режима «Уход на 2-ой круг» происходит либо 
задержка в перемещении РУДа какого-либо двигателя в сторону 
«взлетного» газа, либо отказ двигателя, либо перевод РУДа како-
го-либо двигателя в режим полетного малого газа экипажем.

Полученное таким образом заданное предельное значение α РУД 
передается алгоритму «отработки заданного предельного значения 
α

РУД» автомата тяги.

Выводы

Изложенный в настоящей статье алгоритм  автоматического  управ-
ления тягой двигателей для самолетов с включением режима «Уход 
на 2-ой круг» по кнопке обеспечивает все заявленные принципы 
функции «Понижение тяги» во всей области эксплуатации самолетов.

Рассмотренный алгоритм используется в системе САУ-76, разрабо-
танной в АО «МИЭА» и внедренной на самолете  Ил-76МД-90А.
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УДК 629.7.05

МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ АКТИВНЫХ ОТКАЗОВ 
ПРИВОДОВ СИТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ С УЧЕТОМ ДЕЙСТВИЯ ШАРНИРНЫХ 
МОМЕНТОВ РУЛЕЙ САМОЛЕТА

В. Е. КУЛИКОВ, д. т. н., профессор, 
Д. Ю. ГЛАДКАЯ
АО «Московский институт электромеханики и автоматики»

Предложен способ проведения исследований отказобезопасности системы авто-
матического управления (САУ) для самолета с безбустерным управлением. В модели си-
стемы «самолет – САУ» имитировался критический отказ привода с выходом руля само-
лета на упор по шарнирному моменту, при котором начиналось проскальзывание муфты 
рулевой машины. Получены результаты развития  нештатного движения самолета 
при активных отказах, проверка которых не допускается в летных испытаниях.

Ключевые слова: активный отказ, САУ, рулевая машина, шарнирный момент, муфта 
пересиливания, параметры движения.

A METHOD FOR ACTIVE FAILURE SIMULATION OF 
AUTOMATIC FLIGHT CONTROL SISTEM ACTUATORS 

WITH ACCOUNT OF CONTROL SURFACES HINGE 
MOMENTS

V. E. KULIKOV, D. Sс. in Engineering, professor, 
D. Yu. GLADKAYA
‘Moscow Institute of Electromechanics and Automatics’ JSC

A method for experimental studies of automatic flight control system (AFCS) fail-safety is 
offered for the aircraft with unassisted control. The actuator critical failure with aircraft control 
surface coming out to the hinge moment stop, at which the servo unit clutch starts slipping, was 
simulated in "Aircraft – AFCS " system model. The results of aircraft abnormal movement 
development in case of active failures were obtained. Flight test checking of such failures is not 
permitted.

Keywords: active failure, AFCS, actuator servo unit, hinge moment, overriding clutch, motion 
parameters.

Отказы систем автоматического управления (САУ), связанные 
с неконтролируемым движением приводов, называют активными, так 
как они приводят к нежелательным изменениям параметров движения 
летательного аппарата и требуют вмешательства экипажа. Возмож-
ность парирования последствий отказа летным экипажем определяют 
как отказобезопасность [1]. Несмотря на высокий уровень надежности 
современных САУ полетом самолета, необходимость проверки отказобе-
зопасности САУ остается актуальной при вероятностях возникновения 
быстрых отказов более 10–5, нарушающих штатное функционирование 
исполнительной части системы управления. Опасность этих отказов 
состоит в том, что они приводят к полному размыканию контура отка-
завшего канала управления и развитию критической эволюции самолета. 

Определение последствий отказов САУ основывается на оценке 
достигнутых приращений параметров полета самолета относительно 
исходного состояния в течение времени запаздывания начала действий 
экипажа. Согласно [2, стр. 57], оно принимается равным: 5 с — 
при высотах более 300 м, 3 с при высотах от 60 м до 300 м и 1 с на высотах 
менее 60 м. При этом параметры движения самолета не должны выхо-
дить за эксплуатационные ограничения. Так как летные испытания 
при такого рода отказах заведомо недопустимы, согласно [3, стр. 15] 
оценка отказобезопасности САУ должна проводиться на моделирующих 
установках при стендовых испытаниях, моделировании и расчетах. 

В рассматриваемом случае оценки отказобезопасности САУ 
при возникновении неконтролируемых отказов для самолета 
с безбустерным управлением имитация усилий от аэродинами-
ческого шарнирного момента на привод осуществлена с приме-
нением модуля ограничения отклонения руля в контуре матема-
тического моделирования системы «самолет — САУ — привод». 

Используемая рулевая машина (РМ) привода представляет собой 
асинхронный двигатель с частотным регулированием скорости вращения. 
Вал двигателя соединен с понижающим редуктором с высоким пере-
даточным коэффициентом, ведомый вал которого является выходным 
валом рулевой машины, встроенной в проводку управления самолета. 
В связи с тем, что асинхронный двигатель имеет [4, стр. 136] при 
превышении определенного нагрузочного момента неустойчивую ветвь 
своей механической характеристики, рулевая машина снабжена встро-
енной механической муфтой проскальзывания, не позволяющей превы-
шение нагрузочного момента более максимального. Тогда при внешнем 
нагрузочном моменте, приведенном к выходному валу РМ, более 
максимального, дальнейшего поворота вала не происходит и двигатель 
на проскальзывании удерживает нагрузочный момент при практически 
постоянном угле поворота вала.
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Таким образом, при исследовании САУ необходимо учитывать 
нагрузку на привод от аэродинамического шарнирного момента руля. 
Соответствующая структурная схема модели привода представлена 
на рис. 1.

Рис. 1. Структурная схема привода с проскальзыванием

Усилие удерживания выходного вала РМ в отклоненном состоянии 
руля при проскальзывании муфты, вызванного действием шарнирного 
момента, пересчитывается к усилию на штурвале (Pшт) от возникающего  
шарнирного момента в зависимости от угла отклонения руля высоты 
относительно стриммированного положения (считается, что система 
управления стриммирована в горизонтальном полете) и приборной 
скорости полета Vпр. Расчет производится по формуле:

                                                                ,

где PBδ   — положение руля высоты,         — балансировочное положение 

руля высоты со снятым триммером руля высоты усилиями в проводке 

управления самолета,   — постоянный коэффициент шарнирного 
момента руля высоты.

На рис. 1 блок 1 представляет собой нелинейный элемент ограни-
чения максимальной скорости    макс вращения РМ. Скоростная харак-

теристика привода ( )макс плюс макс минус/Ω Ω  зависит от шарнирного момента 
и выражается следующим образом:

           

где                            — минимальное/максимальное усилие проскаль-
зывания привода САУ, приведенное к усилию на штурвальной колонке, 

штPK —  коэффициент снижения максимальной скорости вращения РМ 
пропорционально действующему усилию.

Блок 2 моделирует прекращение вращения вала при проскальзы-
вании муфты.

Таким образом, в модели привода управления учитывается нагрузка 
от шарнирного момента и работа муфты проскальзывания РМ. При 
выходе РМ на проскальзывание имитируется остановка вращения 
выходного вала на достигнутом угле поворота, соответствующем внеш-
нему механическому моменту, на который настроена муфта проскаль-
зывания, которая вносит дополнительное ограничение на отклонение 
руля, зависящее от действующего шарнирного момента. Эта особен-
ность была учтена при моделировании активных отказов по каналу руля 
высоты и элеронов.

При исследовании отказобезопасности САУ для самолета с безбу-
стерным управлением  в контур управления системы «самолет — САУ» 
вводился критический отказ, имитирующий поворот выходного вала 
РМ руля высоты с максимальной скоростью от своего  балансировоч-
ного  положения до выхода на упор по шарнирному моменту.

Максимально возможные углы отклонения рулевого привода 
при срабатывании муфты проскальзывания зависят от действующего 
шарнирного момента на текущей  приборной скорости полета. Огра-
ничения по отклонению рулей высоты и элеронов от приводов САУ 
представлены на рис. 2 и рис. 3 соответственно.  

На рис. 2 показана зависимость от приборной скорости балан-
сировочного и максимального/минимального значения руля высоты 

max/min
,ΡΒδ  при котором происходит проскальзывание РМ, для различных 

положений закрылков δ
зак . При стриммированных усилиях в гори-

зонтальном полете отклонение руля высоты, при котором происходит 
выход привода на проскальзывание, определяется зависимостью:

       
                                                                     ,

где max
ВP  — усилие проскальзывания привода САУ, приведенное 

к усилию на штурвальной колонке.
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Рис. 2. Зависимость максимального положения руля высоты от приборной скорости

Рис. 3. Зависимость максимального положения элеронов от приборной скорости

На рис. 3 показана зависимость максимального положения элеронов 
от приборной скорости. В соответствии с кинематическими характери-
стиками системы управления максимальное отклонение элеронов max

эδ    
составляет 8°. С другой стороны ограничение на элероны накладывается 
усилием проскальзывания на штурвале  max

эP   при отклонении элерона 
от САУ с возникновением шарнирного момента. Поэтому, начиная

со скорости Vпр ≈ 340 км/ч (до этого значения ограничение по 8° насту-
пает раньше), максимальное значение уменьшается согласно описыва-
ющей этот эффект формуле: 

                                     

max
max э
э эл 2

ш пр

,P
K V

δ =
⋅

где эл
шK  — постоянный коэффициент шарнирного момента элеронов.

Моделирование проводилось на основных режимах САУ «Стабили-
зация высоты» и «Заход на посадку». Отказы вводились как единичные 
поочередно в каналы управления  рулем высоты, элеронов и руля 
направления. При этом в не отказавших каналах сохранялось штатное 
управление от САУ. Начальные условия введения отказа обеспечива-
лись в следующих вариантах.

1. Режим «Стабилизация высоты». Первые 20 секунд полет проходил 
в режиме «Стабилизация высоты» при стабилизации курса, после 
чего вводился отказ. При моделировании отказов в руле направления 
и элеронах исходным состоянием до отказа являлся разворот с креном 
30°.

2. Режим «Заход на посадку». Моделировались два варианта введения 
активного отказа:

 
 – во время стабилизации курса в процессе подхода к равносиг-

нальной зоне курсового маяка; 

 – во время стабилизации глиссады снижения.

Приращения параметров движения самолета, развивающиеся при 
таком виде размыкании контура управления, оценивались в течение 
времени запаздывания на вмешательство экипажа в управление. При 
отказах системы управления в канале  руля высоты контролировалось 
нахождение угла атаки, нормальной перегрузки, угла тангажа в пределах 
эксплуатационных ограничений. При отказах в канале элеронов и руля 
направления определялись приращения  угла крена и угловых скоро-
стей крена и рысканья.

Перед началом математического моделирования пространствен-
ного движения проводилась балансировка самолета в установившемся 
горизонтальном полете по силам, моментам и скорости полета. Режимы 
полета для моделирования по скоростям и высотам выбирались в соот-
ветствии с областью полетов самолета при различной полетной конфи-
гурации (закрылкам и шасси) и различных значениях полетной массы 
с предельно задней центровкой, наиболее критичной для анализа отка-
зобезопасности.
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По результатам математического моделирования одновременно 
с оценкой приращений параметров движения, возникающих  при 
активных отказах, проводился анализ развивающихся установившихся 
значений  параметров углового движения  в зависимости от приборной 
скорости полета самолета для определения наиболее опасных режимов 
полета. На рис. 4, 5, 6 приведены графики зависимостей соответ-
ственно угловой скорости крена, нормальной перегрузки и угла атаки 
от приборной скорости.

Рис. 4. Зависимость угловой скорости крена от приборной скорости в режимах 

«Заход на посадку» при δзак = 30° и «Стабилизация высоты» при δзак = 0°

Как видно из рис. 4, до Vпр ≅  350 км/ч зависимость развиваемой 
угловой скорости крена при активном отказе в канале элеронов прак-
тически линейная, максимальное значение угловой скорости соответ-
ствует углу отклонения элеронов Δ max

э 8δ =  . При дальнейшем увеличении 
приборной скорости установившееся значение ωx уменьшается по нели-
нейному закону. С ростом высоты полета собственное демпфирование 
вращательного движения снижается и при одинаковой приборной 
скорости угловая скорость крена растет.

Рис. 5. Зависимость нормальной перегрузки от приборной скорости в режиме 

«Стабилизация высоты»

Из графиков на  рис. 5 следует, что при изменении скорости полета 
при выходе на «упор» по усилиям ( )max

РВ РВδ = δ  величина достигаемого 
приращения нормальной  перегрузки практически не изменяется, так 
как произведение приращения нормальной перегрузки на угол руля 
высоты РВ

ynδ∆  и изменения максимального положения руля высоты     
max
РВ∆δ  остается практически постоянным для линейного диапазона 

углов атаки.
Установившиеся приращения угла атаки (рис. 6) существенно 

зависят от конфигурации закрылков. Особенным случаем является полет 
на приборной скорости выпуска закрылков, требующим с точки зрения 
отказобезопасности САУ строгого выполнения инструкции экипажем 
по началу выпуска закрылков в процессе торможения самолета. Недо-
стижение допустимого угла атаки доп 0α =  на малых посадочных скоростях 
и малых высотах обеспечивается требованием времени вмешательства 
экипажа не более 3 секунд. На рис. 6 обозначено: бал 0α =  — балансировочное 

значение угла атаки, max 0∆α =  — максимальное приращение угла атаки, 

G — вес самолета, Gmax, Gсредн — максимальный/средний вес самолета.
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Рис. 6. Зависимость угла атаки от приборной скорости в режимах «Заход на посадку» 
при δзак = 30° и «Стабилизация высоты» при δзак = 0°

Анализ приведенных материалов показывает, что ограничение 
максимально возможного отклонения рулей шарнирными моментами по 
усилию сервоприводов позволяет оценить реальную картину прироста 
параметров движения в условиях средних и больших приборных скоро-
стей при ограниченных по усилиям нештатных отклонениях рулей.  
Таким образом, правильно подобранные усилия проскальзывания 
рулевых машин приводов, которые задают диапазон допускаемых 
усилий для штатного (без проскальзывания) функционирования САУ, 
улучшают для самолета с безбустерным управлением свойство отказо-
безопасности системы управления. Шарнирный момент от рулей само-
лета естественным образом ограничивает кинематически располагаемое 
отклонение рулей от привода САУ, имеющего ограничение по развива-
емому моменту вращения выходного вала рулевой машины. 

Таким образом, учет шарнирных моментов, действующих 
на приводную часть САУ, позволяет воспроизвести с помощью адек-
ватной модели тракта управления реальные процессы нештатного функ-
ционирования системы управления при активных отказах, не допуска-
ющихся для их имитации при проведении экспериментальной проверки 
отказобезопасности САУ в воздухе.
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УДК 629.015

АНАЛИЗ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ БАРОВЫСОТЫ  ПРИ 
ОТКАЗЕ РАДИОВЫСОТОМЕРА В РЕЖИМЕ ЗАХОДА 

НА ПОСАДКУ

В. Н. МАЗУР, к. т. н.,
С. В. ХЛГАТЯН, к. т. н.
АО «Московский институт электромеханики и автоматики»

Современные требования ICAO предписывают выполнение режима «Посадка» 
по категории I по информации от баровысотомера об относительной или абсолютной 
высоте в случае неисправности радиовысомера (РВ). Для обеспечения плавного перехода 
на абсолютную барометрическую высоту при отказе РВ разработан алгоритм,  
обеспечивающий слежение выходного сигнала за величиной радиовысоты на основе 
комплексирования информации  баро-  и радиовысотомера.

Ключевые слова: относительная и абсолютная высота, радиовысотомер и радиовы-
сота, комплексная обработка сигналов, отклонения от линии глиссады.

ANALYSIS OF BAROALTITUDE APPLICATION IN THE 
EVENT OF RADIO ALTIMETER FAILURE DURING 

APPROACH

V. N. MAZUR, Ph D in Engineering, 
S. V. KHLGATYAN, Ph D in Engineering.
‘Moscow Institute of Electromechanics and Automatics’ JSC

Current ICAO requirements prescribe performing the CAT I "landing" mode according to 
the relative height and absolute altitude data from baroaltimeter in case of radio altimeter (RA) 
failure. To ensure the seamless transition to the absolute pressure altitude in case of RA failure, 
an algorithm was developed that provides the radio altitude value following by the output signal 
on the basis of baro- and radio altimeter data integration.

Keywords: relative height and absolute altitude, radio altimeter and radio altitude, integrated 
signals processing, glide slope line deviations.

В случае отказа двух радиовысотомеров (РВ), обычно устанавлива-
емых на борту самолета, режим «Посадка» в настоящее время отключа-
ется. При отказе же одного радиовысотомера режим «Посадка» может 
быть продолжен до высоты принятия решения Н = 60 м при условии 
наличия контроля измерений радиовысотомера, что достаточно сложно 
обеспечить и, естественно, снижает уровень безопасности посадки. 

Современные требования ICAO предписывают возможность выпол-
нения посадки по I категории до высоты принятия решения Н = 60 м при 
наличии только лишь относительной, либо абсолютной высоты, изме-
ряемых баровысотомером [1]. Принцип работы высотомеров основан 
на измерении давления. Настройка высотомера или, по-другому, точка 
отсчета, от которой высотомер считает высоту в процессе полета, опре-
деляется пилотом и задается на высотомере путем установки значения 
атмосферного давления, при котором высотомер должен показывать 
ноль.

В отличие от правил других стран в России пилот на высоте эшелона 
перехода обязан выставить относительную высоту Нотн, которая соот-
ветствует давлению QFE (Q — code Field Elevation), т. е. давлению 
на уровне порога ВПП. За рубежом, как правило, при взлете и посадке 
устанавливается приведенное давление QNH (Q — code Nаutical Height), 
означающее давление в данной точке земной поверхности, приведенное 
к уровню моря, что соответствует абсолютной высоте Набс.

При наличии баровысоты с коррекцией по давлению QFE при 
отказе радиовысотомера переход на баровысоту Нотн относительно аэро-
дрома осуществляется по признаку отказа радиовысотомера. В случае 
отсутствия (пилот не выставил давление QFE на эшелоне перехода) или 
при неисправности высоты с барокоррекцией QFE возможно использо-
вание на посадке высоты QNH. 

Для перехода на высоту QNH при отказе радиовысотомера разра-
ботан алгоритм комплексной обработки информации, который начинает 
работать с момента получения сигналов от радиовысотомеров, обеспе-
чивая плавный переход от HРВ к формируемому алгоритмом значению 
фильтрованной высоты  Hфильтр. Предполагается, что первоначально оба 
радиовысотомера  исправны.
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Алгоритм перехода на барометрическую высоту Набс с барокоррекцией 
QNH при отказе радиовысотомера

При использовании абсолютной высоты с барокоррекцией QNН 
(абсолютная высота над уровнем  моря) переход от баровысоты (Hабс) 
к фильтрованной высоте (Hфильтр) должен быть выполнен плавно согласно 
схеме комплексирования сигналов НРВ и Набс, приведенной на рис. 1.

Рис. 1. Комплексирование НРВ при отказе  радиовысотомера

Рассогласование сигналов Набс и НРВ списывается плавно с посто-
янной времени T = 20 c (1/K1) так, что значение фильтрованной высоты 

Hфильтр соответствует высоте НРВ. Значение Hфильтр формируется комплек-
сированием барометрической высоты Hбар и радиовысоты НРВ.

фильтр абс РВ
1 ,

1 1
TpH H H

Tp Tp
= +

+ +   

где T = 1/K1.

Сигналы барометрической и радиовысоты можно представить в виде 
суммы двух составляющих — полезной составляющей и низкочастотной 
составляющей помехи для баровысоты:

абсабс .HH H f= +
 

И высокочастотной составляющей для радиовысоты:

РВРВ .HH H f= +
 

1
P

абсH

1K
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фильтрH
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Блок анализа 
радиоизмерений

(Отбраковка аномальных 
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∆ = Φ(Нтек))

При использовании комплексирующего фильтра ошибки изме-
рений абсолютной высоты сводятся к нулю, а шумы от радиовысото-
мера фильтруются высокочастотным фильтром:

абс РВ

1 .
1 1H H

TpH f f
Tp Tp

δ = +
+ +   

Математическое моделирование режима «Посадка» с отказом 
РВ и переходом от высоты (с барокоррекцией QNН) к фильтрован-
ному значению высоты проводилось для различных высот аэродрома              
Наэр = 1000 м, 3000 м. 

Отказ РВ вводился на глиссаде на высотах Н = 300 м, 100 м. 
На графиках (рис. 2) продемонстрирован переходный процесс захода 
на посадку по I категории до высоты Н = 60 м по фильтрованной высоте 
Нфильтр. До отказа РВ посадка выполняется по высоте НРВ, после отказа 

РВ значение радиовысоты НРВ подменяется фильтрованной высотой 
Нфильтр. Траектория полета до отказа РВ и после отказа представлена 
изменением параметра НSH1. 

При отсутствии возмущений высота HРВ практически совпа-
дает с высотой Hфильтр. Полученные переходные процессы движения 
на посадке совпадают и удовлетворяют требованиям по точности следо-
вания по глиссаде — отклонение от линии глиссады εг ниже точки 
введения отказа не превышает 0,008 ргм.

Продемонстрированы также переходные процессы формирования 
фильтрованной высоты в случае наличия аномальных измерений РВ, 
которые могут иметь место при резком возрастания амплитуды изме-
рений РВ непосредственно перед отказом РВ (рис. 3). В блоке анализа 
измерений ложные сигналы измерений отбрасываются путем сравнения 
предыдущего и текущего измерений на каждом шаге интегрирования. 
При превышении различия соседних сигналов на порог более Δ = f(H), 
для расчета фильтрованной высоты Нфильтр используется значение изме-
рения с предыдущего шага, а значение аномального измерения отбра-
сывается. Кроме того, алгоритм комплексирования ограничивает резкие 
изменения сигналов по радиовысоте величиной Hфильтр = 500 м.

На графиках (рис. 4) продемонстрирован флюктуационный характер 
изменения сигнала НРВ и сигнала Hфильтр, сформированного согласно 
алгоритму комплексной обработки. После отказа радиовысотомера 
посадка выполняется по сглаженному сигналу фильтрованной высоты 
Нфильтр, что обеспечивает более плавное изменение управляющего 
сигнала и уменьшает вероятность срабатывания контроля при асин-
хронной работе каналов вычислителя САУ.
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Рис. 2. Заход на посадку, отказ РВ на высоте Н = 300 м. 
Высокогорный аэродром Наэр = 1000 м

На графиках рис. 5 представлен процесс захода на посадку в случае 
перехода на фильтрованную высоту Нфильтр с учетом неровностей рельефа 

и флюктуаций сигнала радиовысоты. Переход на сигнал фильтрованной 
высоты обеспечивает сглаженную траекторию снижения и стабильную 
работу алгоритма посадки.

Таким образом, в случае отсутствия или пропадания сигнала 
от радиовысотомера НРВ, сигнал радиовысоты подменяется сигналом 
баровысоты при условии установленной барокоррекции QFE. При 
отсутствии относительной высоты с барокоррекцией QFE, но уста-
новленной абсолютной высоты с барокоррекцией ONH выполняется 
переход на фильтрованную высоту Hфильтр, согласно алгоритму комплек-
сирования сигналов Hабс и HРВ, при условии наличия сигнала от радио-
высотомера до отказа.

Результаты моделирования показали, что качество переходных 
процессов в случае использования фильтрованной высоты не ухуд-
шается. Следует также отметить, что переход к сглаженному сигналу 
Нфильтр обеспечивает более надежную работу автопилота в режиме захода 
на посадку.

Перечень параметров на графиках

1. EPGM — отклонение от линии глиссады [ргм];
2. YGT — вертикальная скорость [м/с];
3. ТТ — угол тангажа [град];
4. HSH — высота по радиовысотомеру  [м] ;
5. HA — абсолютная высота относительно моря [м];
6. HSHF — фильтрованная высота [м];
7. HSHFLU — высота по радивысотомеру с учетом флюктуаций [м];
8. HSH1 — комбинированная высота: до отказа РВ — по НРВ, после  
отказа РВ — Нфильтр.

 
 εг 

  Hфильтр 
  HРВ 

  Hабс 

  HРВ 
 Отказ РВ 

  Hфильтр 
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Рис. 3. Заход на посадку, отказ РВ на высоте Н = 300 м. Исключение аномального 
измерения на высоте  HРВ = 310 м. Сравнение фильтрации с исключением аномального 

измерения и без исключения. Высокогорный аэродром Наэр = 1000 м

Рис. 4. Заход на посадку, отказ РВ на высоте Н = 300 м. 
Флюктуационное  изменение сигнала НРВ. 

Высокогорный аэродром Наэр = 3000 м
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Рис. 5. Заход на посадку, отказ РВ на высоте Н = 300 м. 
Имитация неровного рельефа. Флюктуационное  изменение сигнала НРВ. 

Высокогорный аэродром Наэр = 3000 м
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